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AVIS 

SUR  CETTE  SECONDE  ÉDITION. 

fc 

L a traduction  françoife  des  Élé- 
mens  d' Algèbre  d' EULER  , fortiç 
pour  la  première  fois  de  nos  prejfes 
en  iy8^^fut  accueillie  avec  tout 
V émprejfement  que  pouvoit promettre 
la  célébrité  de  fon  illufre  Auteur 


(*)  Elle  parut  fous  les  aufpices  de  d’Alembert , 
à qui  elle  fut  dédiée  ; le  refpeét  que  nous  portons 
à fa  mémoire  nous  fait  une  loi  de  rappeler  ici  là 
dédicace  placée  alors  à la  tête  de  notre  édition. 

A M.,  d’Ale  MB  ER  T. 

« Il  ne  nous  appartient  ni  de  prononcer  fur  le 
y * mérite  de  l’Ouvrage  dont  vous  nous  avez 
» permis  de  faire  paroître  la  première  édition 
»*  Françoife  fous  vos  aufpices , ni  d’ajouter  aux 
s»  éloges  qu’il  a reçus  , foit  dans  fa  langue  ori— 
y*  ginale  , foit  dans  la  traduction  Ruffe  qu’ois. 
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La  clarté  & la  profondeur  qui  y 
régnent  , dévoient  fixer  V attention  de 
tous  ceux  qui  sy appliquent  à V étude 
du  calcul  : plus  V ouvrage  fut  connu 
& apprécié , plus  il  fut  recherché  ; 
& les  exemplaires  de  cette  première 
édition  devenus  extrêmement  rares  > 
ont  été  portés , en  dernier  lieu , à un 
prix  exorbitant.  Il  refioit  à défirer , 

non  pour  la  gloire  de  V Auteur  mais 

0 

b en  a donnée.  Le  nom  feul  de  M.  Euler  , en  le 
» rendant  précieux  aux  Mathématiciens , annonce 
» à ceux  qui  travaillent  à le  devenir,  tout  ce 
H qu’ils  peuvent  s’en  promettre. 

» M.  Bernoulli  , digne  héritier  de  ce  nom 
V>  fi  grand  dans  les  Sciences  , & Directeur  de 
» l’Obfervatoire de  Berlin,  s’eft  chargé  de  rendre 
» en  notre  langue  le  texte  de  M.  Euler , & de 
b l’enrichir  de  quelques  notes  hiftoriques.  M.  de 
b la  Grange  , dont  le  rare  génie  & les  nom- 
»>  breux  fuccès  fixent  depuis  long-temps  l’atten- 
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pour  V utilité  publique , que  V ouvrage 
adopté  publiquement  fut  mis  entre 
les  mains  des  jeunes  éleves  auxquels 
il  avoit  ejfcntiellement  été  defliné.  Ce 
vœu  ejl  maintenant  accompli  : le 
Comité  d'  inflruclion  publique  vient 
de  le  rappeler  à fa  deflination  pre- 
mière ; il  en  a confacré  & étendu 
V utilité. 

Dans  la  vue  de  concourir  à la 


* don  de  toute  l’Europe  favante , a ajouté  au 
h mérite  de  l’Ouvrage  » en  y joignant  un  mor- 
» ceau  deftiné  à compléter  le  traité  de  l’Analyfe 
*»  indéterminée. 

» Tout  concourt  à établir  vos  droits  fur  l’hom- 
» mage  que  nous  prenons  la  liberté  de  vous  of- 
» frir.  C’eft  au  Philofophe , au  Mathématicien  qui 
» honore  fon  fiecle  , que  nous  devions  préfen- 
» ter  l’Ouvrage  d’un  homme  également  deftiné  à 
» l’illuftrer.  L’ambition  s’attacha  fouvent  au  rang 
» pour  s’appuyer  de  la  faveur  de  la  protection  « 
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viij  Avis  sur  cette  sec.  Édit. 
fagejfe  de  fes  vues , nous  nous  fommes. 
hâtés  de  publier  cette  première  partie  , 
qui  renferme  & complété  /’Analyfe 
déterminée.  La  fécondé  partie , en- 
tièrement confie rée  a /’Analyfe  indé- 
terminée & enrichie  des  additions  du 
célébré  LA  GRANGE  , eft  fous prejfe  ; 
elle  fera  difribuée  féparément  en 
faveur  de  ceux  qui  voudront  com- 
pléter U ouvrage. 


» un  motif  plus  cher  nous  porte  à vous  offrir  le 
» témoignage  public  de  la  reconnoiffance  que 
nous  devons  aux  bontés  dont  vous  nous  avez 
» honorés.  En  plaçant  votre  nom  à la  tête  de  ce 
» Livre  , nos  fentimens  pour  vous  nous  ont 
» fuggéré  le  choix  qu’auroit  pu  faire  le  difeer- 
» nement  le  plus  jufte  , & nous  nous  applau- 
♦>  dirons  dans  notre  hommage  , d’avoir  l’Europe 
$>  entière  pour  témoin  & pour  approbateur.  » 
J,  M.  Bruyset  pere  et  fils. 
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A.VE  RTI  SSEMENT 
DES  ÉDITEURS 
DE  L’  ORIGINAL. 


™ gus  mettons  entre  les  mains 
des  amateurs  de  l’Algebre  un 
Ouvrage  dont  il  a déjà  paru  une 
traduûion  Ruffe  il  y a deux  ans. 

Les  vues  du  célébré  Auteur 
étoient  de  compofer  un  livre 
élémentaire , au  moyen  duquel 
on  pût  apprendre  , fans  aucun 
autre  fecours , l’ Algèbre  à fond. 
La  perte  de  fa  vue  lui  avoit  fug- 
géré  cette  idée , l’a&ivité  de  fon 
génie  ne  lui  permit  pas  de  dif- 
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x AVERTIS  S EMENT. 
férer  long-temps  à la  mettre  en 
exécution.  M.  Euler  choifit  pour 
cet  effet  un  jeune  homme  qu'il 
avoit  pris  à fon  fervice  en  quit- 
tant Berlin  , qui  poffédoit  affez 
bien  F Arithmétique mais  qui 
n'avoit  d’ailleurs  aucune  teinture 
des  Mathématiques  ; il  avoit  ap- 
pris le  métier  de  Tailleur , & ne 
pouvoit  être  mis , quant  à fa  ca- 
pacité , qu'au  rang  des  efprits 
ordinaires.  Non- feulement  ce 
jeune  homme  a très-bien  faili 
tout  ce  que  fon  illuftre  Maître 
lui  enfeignoit  & lui  di&oit , mais 
il  s'eft  même  trouvé  en  peu  de 
temps  en  état  d’achever  tout 
feul  les  calculs  algébriques  les 
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AVER  T1SSEME  NT.  xj 
plus  difficiles , & de  réfoudre 
promptement  toutes  les  quef- 
tions  analytiques  quon  lui  pro- 
pofoit.  . 

Le  fait  que  nous  citons  doit 
donner  une  idée  d’autant  plus 
avantageufe  de  la  méthode  qui 
régné  dans  cet  Ouvrage  , que 
le  jeune  homme  qui  l’a  écrit , qui 
en  a développé  les  calculs , & 
dont  les  progrès  ont  été  fi  mar- 
qués , n’a  reçu  abfolument  d’au- 
tres inftru&ions  que  de  ce  Maî- 
tre , fupérieur  à la  vérité , mais 
privé  de  la  vue. 

Indépendamment  d’un  avan- 
tage auffi  grand  , les  Connoif- 
feurs  verront , avec  autant  de 
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xij  AVERTISSEMENT., 
plaifir  que  d’admiration , l’ex- 
pofition  de  la  doûrine  des  lo- 
garithmes  & de  fa  liaifon  avec 
d’autres  calculs , ainfi  que  les 
méthodes  quon  donne  pour  la 
réfolution  des  équations  du  troi- 
fieme  & du  quatrième  degré. 

Ceux  enfin  que  les  problèmes 
de  Diophante  peuvent  intéref- 
fer , feront  charmés  de  trouver 
dans  la  derniere  feâion  de  la 
fécondé  Partie , tous  ces  pro- 
blèmes préfentés  d’une  maniéré 
fuivie , & l’explication  de  tous 
les  procédés  de  calcul  nécellai- 
res  pour  les  réfoudre. 
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AVERTISSEMENT 

DU  TRADUCTEUR. 


.Le  Traité  d’Algebre  que  j’ai  en- 
trepris de  traduire  , a été  publié  en 
Allemand  en  1770  par  l’ Académie 
Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tersbourg. Je  m’abftiendrai  d ’en  louer 
le  mérite , ce  feroit  prefque  faire  in- 
jure au  nom  célébré  de  l'on  Auteur  ; 
il  fufïira  d’ailleurs  d’en  lire  quelques 
pages  , pour  voir , par  la  clarté  avec 
laquelle  toute!!  expofé , quel  fruit 
les  commençans  peuvent  en  retirer. 
C’eflfur  d’autres  objets  que  je  crois 
devoir  un  Avertiflement. 

Je  rhe  fuis  écarté  de  la  divifion 
fuivie  dans  l’original , en  faifant  en- 
trer dans  le  premier  volume  de  la 
tradu&ionFrançoife  la  première  fec- 
tion  du  fécond  volume  de  l’original , 
qui  complété  l’Analyfe  déterminée. 
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On  fendra  facilement  les  raifons  de 
ce  changement;  non-feulement  il  fa- 
vorifoit  la  divifion  afiez  naturelle  de 
l’Algebre  en  Analyfe  déterminée- & 
en  Analyfe  indéterminée , mais  il 
devenoit  néceflaire  pour  conferver 
quelque  égalité  dans  l’épaiffeur  des 
deux  volumes,  par  rapport  aux  Ad- 
' ditions  qu’on  trouve  à la  fin  de  la 
fécondé  partie. 

On  s’appercevra  aifément  à la  lec- 
ture de  ces  Additions , quelles  ne 
peuvent  être  que  de  M.  de  la  Grange  ; 
aufli  font-elles  une  des  raifons  qui 
m’ont  principalement  engagé  à en- 
treprendre ma  tradu&ion  ; je  me  fuis 
félicité  d’être  le  premier  à faire  voir 
plus  généralement  aux  Mathémati- 
ciens à quel  haut  point  de  perfe&ion 
deux  de  nos  plus  illuftres  Géomètres 
ont  porté  depuis  peu  une  branche  de 
l’Analyfe  , peu  connue  , mais  dont 
on  fent  les  épines  dès  qu’on  cherche 
à l’approfondir , & qui  , de  l’aveu 
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AVERTISSEMENT,  xv 
même  de  ces  grands  génies , leur  a 
offert  les  problèmes  les  plus  difficiles 
qu'\\s  aient  jamais  réfolus.  ✓ 

Je  crois  avoir  traduit  cette  Algèbre 
comme  on  convient  qu’il  faut  traduire 
des  Ouvrages  de  cette  efpece  : je  me 
fuis  principalement  attaché  à entrer 
dans  le  fens  de  l 'original  & à le  rendre 
avec  toute  la  clarté  poflîble  ; peut- 
être  même  oferai- je  attribuer  quelque 
/liperiorîté  à ma  Tradu&ion  fur  l’ori- 
ginal , parce  que  cet  Ouvrage  ayant 
été  di&é  & n’ayant  pu  être  revu  par 
fon  illuftre  Auteur  , il  eft  facile  , 
de  concevoir  qu’il  avoit  befoin  dans 
plufieurs  endroits  qu’on  y pafsât  la 
lime.  Au  refte , fi  je  ne  me  fuis  point 
affervi  à traduire  littéralement,  je 
n’ai  pas  laifle  de  fuivre  mon  Auteur 
pas  à pas  ; j’ai  confervé  les  mêmes 
divifions  dans  les  articles , & c’eft 
dans  un  fi  petit  nombre  d’endroits 
que  j’ai  penfé  à fupprimer  quelques 
détails  de  calcul , ou  à inférer  une 


Digitized  by  Google 


xvj  AVERTISSEMENT \ 
ou  deux  lignes  d’éclairciffement  dans 
le  texte  , qu’il  ne  vaut  pas , je  crois , 
la  peine  d’entrer  dans  le  détail  des 
raifons  qui  peuvent  me  judifier. 

Je  ne  dirai  rien  non  plus  des  notes 
que  j’ai  ajoutées  à la  première  Partie  ; 
elles  font  en  alfez  petit  nombre  pour 
que  je  ne  craigne  pas  le  reproche 
d’avoir  grofli  inutilement  le  volume , 
elles  peuvent  d’ailleurs  répandre  du 
jour  fur  différens  points  de  l’hidoire 
des  Mathématiques , & faire  connoî- 
tre  un  grand  nombre  de  tables  fub-  - 
fidiaires  peu  connues. 

Quant  à l’exa&itude  de  la  correc- 
tion , je  compte  quelle  ne  le  cédera 
en  rien  à celle  de  l’original  ; j’ai  com- 
paré avec  foin  tous  les  calculs , ôc 
en  ayant  refait  un  grand  nombre 
moi-même , j’ai  pu  corriger  plulieurs 
fautes  indépendamment  de  celles  qui 
étoient  indiquées  dans  X Errata. 

Élëmens 
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D'ALGEBRE . J 


< — - — ==3$jâ 

PREMIERE  PARTIE; 

Où  Von  traite  de  V Analyfe  déterminée . . 

SECTION  PREMIERE, 

Des  différentes  Méthodes  de  calcul  pour  Us  grandeurs 
Jimplcs  ou  incompUxes. 

CHAPITRE  PREMIEK. 

DES  MATHÉMATIQUES  EN  GÉNÉRAL; 

I. 

On  nomme  grandeur  ou  quantité } tout 
ce  qui  eft  fufceptible  d’augmentation  & 
de  diminution. 

Une  Comme  d’argent  eft  donc  une  quan* 
Tome  /.  A 

t 
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tité,  puifqu’on  peut  y ajouter  & quon  peut 

eu  ôter.  * ' - 

il  en  eft  de  même  d’un  poids  & d’autref 
choies  de  cette  nature. 

2.  . 

On  voit  donc  facilement  qu’il  doit  y 
avoir  tant  de  différentes  efpeces  de  gran- 
deurs, qu’il  feroit  même  difficile  d’en  faire 
l’énumération  : & voilà  l’origine  des  diffé- 
rentes Parties  des  Mathématiques,  chacune 
d’elles  s’occupant  d’une  efpece  particulière 
de  grandeurs.  Les  Mathématiques  en  gé- 
néral ne  font  autre  chofe  que  la  fcience  des 
quantités  , ou  la  fcience  qui  cherche  les 
moyens  de  les  mefurer. 

3* 

Or  nous  ne  pouvons  mefurer  ou  déter- 
miner une  quantité  , qu’en  regardant  une 
autre  quantité  de  la  même  efpece  comme 
connue , & en  indiquant  le  rapport  de 
celle-ci  à celle-là. 
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Qu’il  s’agiiTe,  par  exemple,  de  déter- 
miner la  quantité  d’une  fomme  d’argent , on 
regardera  comme  connu  un  louis , un  écu  , 
un  ducat  ou  quelqu’autre  monnoie , & on 
indiquera  combien  de  ces  pièces  font  con- 
tenues dans  ladite  fomme» 

De  même  * s’il  étoit  queftion  de  déter- 
miner la  quantité  d’un  poids  , on  regarde- 
roit  un  certain  poids  comme  connu  , par 
exemple  f une  livre , un  quintal , une  once* 
& on  indiqueroit  combien  de  lois  tel  ou  tel 
poids  eft  contenu  dans  celui  qu’on  déter- 
mine» 

Veur-on  mefurer  une  longueur  ou  une 
étendue,  on  fe  fervira  d’une  certaine  lon- 
gueur connue  > telle  qu’eft  un  piçd. 

4- 

Ainfi  les  déterminations  ou  les  mefures 
de  grandeurs  de  toutes  efpeces , reviennent 
à ceci  ; Qu’on  fixe  d’abord  à volonté  une 
Certaine  grandeur  de  la  même  efpece  que 
celle  qu’on  veut  déterminer , afin  de  la 

A 2 
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prendre  pour  mefure  ou  -unité  ; enfuite,  que 
l’on  détermine  le  rapport  qu’a  la  grandeur 
preferite  avec  cette  mefùre  connue.  Ce 
rapport  s’exprime  toujours  par  des  nom- 
bres , d’où  il  s’enfuit  qu’un  nombre  n’eft 
autre  chofe  que  le  rapport  d’une  grandeur  à 
une  autre  prife  arbitrairement  pour  l’unité. 

' . V " \ 5*.  . . 

11  eft  évident  par-là  que  toutes  les  gran- 
deurs peuvent  être  exprimées  par  des  nom- 
bres , & qu’on  doit  faire  confifter  ce  fon- 
dement de  toutes  les  Sciences  Mathéma- 
tiques , dans  un  traité  complet  de  la  fcience 
des  Nombres  & un  examen  foigneux  des 
différentes  maniérés  de  calculer  qui  peuvent 
fe  préfenter. 

On  nomme  cette  ‘ partie  fondamentale 
des  Mathématiques , VAnalyfe  ou  Y Al- 
gèbre (*)•  * 

(*)  Plufieurs  Mathématicien*  diftinguent  éntfe  Àna~ 
lyfe  & Algèbre.  Ils  entendent  par  le  terme  d 'Analyft  la 
‘méthode  qui  ejifeigne  à trouver  ces  réglés  générales,  au 
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6. 

f f *»—#••  _ •*  * ' 

On  ne  confïclere  donc  dans  l’Analyfè 
que  des  nombres  qui  repréfentent  des  quan- 
tités , fans  s’embarraffer  des  efpeces  parti- 
culières des  Quantités.  C’eft  dans  les  autres 
parties  des  Mathématiques  qu’on  s’occupe 
de  ces  efpeces. 

7- 

On  traite  des  Nombres  en  particulier 
dans  Y Arithmétique  , qui  eft  la  fcience  des 
Nombres  proprement  dite ; mais  cette  fcience* 
ne  s’étend  qu’à  de  certaines  façons  de  cal* 
culer  qui  fe  préfentent  ordinairement  dans; 
la  vie  commune.  L’Analyfe  au  contraire 
comprend  généralement  tous  les  cas, qui 
peuvent  avoir  lieu  dans  la  do&rine  & le 
calcul  des  Nombres. 

_ . ï ; 

moyen  defquelles-  on  foulage  l'efprit  • dans  tontes  les; 
recherches  mathépi^tique$  ; & ils  nomment  Algèbre  l’inf- 
trument  que  cette  méthode  emploie  pour  y parvenir. 
Ceft  la  définition  que  M.  Besoin  adapte  dans  la  Préface 
de  fou  H!g<brei  \ i.  > i 
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CHAPITRE  II. 


Explication  des  Signes  ~j-  Plus  & Moins, 


Q u and  il  s’agit  d’ajouter  à un  nombre 
donné  un  autre  nombre  , cela  s’indique  par 
le  ligne  -{-  qu’on  met  devant  ce  fécond 
nombre  , & qu’on  prononce  plus . Ainfi 
5 -f-  3 lignifie  qu’on  doit  ajouter  encore 
y au  nombre^  , & tout  le  monde  fait  qu’il 
en  réfultera  8 ; de  même  12  7 font  19  j 

25  -(-  16  font  41  * la  femme  de  25  -f-  4*? 
eft  66  , ikc.  • • • 


• , ' ' A | t f r>  î 

% .1  » • %♦  \ • »J  r • ■*k 

On  a coutume  aufîi  de  fe  fervir  du  même 

■ •«  « ( , * , 1 « •,  /f 

ligne  plus  , pour  lier  enfemble  plufieurs1 
nombres  * par  exemple  : 7 -j-  5 -J- 9 fignifie 
qu’au  nombre  7 il  faut  ajouter  ç & de  plus 
encore  9 , ce  qui  fait  21.  On  comprend 
donc  ce  que  fignifie  la  formule  fuivante  : 

8 + 5 4"  *3  + 11  "t"  A.“t"  3 +.,0Î  ; 1 

* • ! 
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k /avoir  , la  fomme  de  tous  ces  nombres , 
qui  fait  ji.  ■ ; •. 

• r * • 

IO. 

Tout  cela  ne  peut  qu’être  clair  -,  & il 
refte  à faire  obferver  que  dans  l’Analyfe 
on  indique  les  nombres  d’une  manière  gé- 
nérale par  des  lettres  , .comme  a9  b%  c Y<Ly 
&c.  Ainfi , quand  on  écrit,  a b , cela 
lignifie  la  fomme  des  deux  nombres  qu’on 
a exprimés  par  a'tk  b,  & ces  nombres 
pein  ent  être  très-grands  ou  très-petits^  De 
mêipe  f- {-  m b x y lignifie  la  fomme 

des  nombres  indiqués  par  ces  quajrç  lettre?* 
Il  fufîira  donc  toujours  de  favoir  quels 
nombres  ont  été  indiqués  par  de  telles  lettres 
pour  trouver  aufit-tôt , par)’ Arithmétique , 
les  fommes  ou  les  valeurs  de  pareilles 
formules.  . ..  . . . . 


* - {•»  ♦»  *■__  «i*»  ?■«  -, 

« .*•>  l < - * i ¥ V <uJ  1 ».  - * - • 

« 3'*i|  ”»’*•  • * » ■ - i 

Quand  il  eft  queftiçn^  au  contraire, 
doter  ou  de  foufiraire  un  nombre  d’ip 

A 4 
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autre  nombre,  on  indique  cètte  operation 
par  le  ligne — , qui  lignifie  moins  9 & qu’o/i 
met  devant  le  nombre^  fouftraire  : ainfi 
8 — 5 

*r,  / ' t ^ * * 

fgnifie  que  le  nombre  5 doit  être  ôté  du 
nombre  8 ; ce  qui  étant  faiè  il  relie  3 , 
comme  perfonne  ne  l’ignore.  De  même 
♦n—  7 eft  autant  que  5 y & 20 — 14  eft 

1 r , 

'autant  que  6 , &c;  ’ ' <•  " ' • ; 

r * * •>%••• 

r*w  ,;tl  % ^ , fc  4;*;j  ' % ^ j.;  • % • 

./  "•io*.  V *•’  - ,* 

■ t * ^ »» 

Il  peut  arriver  auffi  qu’orrait  plufieurs 
inombres  à fouftraire  d’un  feul  nombre;  C’eft 
‘le  cas  de  cet  exemple  : ' !:  ’-J 

: - • - ' :*  • r * • * - - ^ ■ 

50—1  — 3 — 5—7 


-9;* 


Cela  lignifie  : Otez  d’abord  1 dè  50,  il  relié 

49  ; ôtez  3 de  terefte , il  téftëra  4 6 j ôtëaJ- 

:en  encore  5 , relient  41  ; ôtez  énfuite  7% 

il  relie  34;  ôtez-en  enfin  9,  reftènt  25*3 

& ce  dernier  relie  eft  la  valeur  de  la  for- 

• « 

mule  propofée.  Mais  comme  les  nombres 

• 1 * r » r • * 

ti , 3 , 5,7,  9'  font  tous^  fouftraire  , il 
revient  au  même  de  fouftraire  leur  fomme  % 
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qui  eft  2 j , toute  à la  fois  de  50  j le  refte 
fera  15  y comme  auparavant.  * • 

*3-  . ' •;  ' 

Iî  eft  de  même  très-facile  de  déterminer 
la  valeur  de  pareilles  formules , où  les  deux 
lignes  + plus  & — moins  fe  ffencontrent  j 
par  exemple:  * •.  • . .> 

12  — 3 — f + x — ieft  autant  que  5.  •' 
.11  n’y  a qu’à  prendre  féparément  la  fomme 
des  nombres  précédés  du  ligne  -j- , & en 
ôter  celle  des  nombres  précédés  de  — . La 
'fejsmé  de  iz  & de  2 eft  14,  celle  de  3 , 
'5  & 1 , eft  9 j or  9 étant  ôté  de  14 , il 
refte  j.  •.  . . -I  ?-*'•  . : f 

■ t i • i ’I  + ' * l'[ 

On  s’appercevra  bien  par  ces  exemples 
que  l’ordre  des  nombres  qu’on  écrit  eft  très- 
indifférent  & tout-à-fait  arbitraire , pourvu 
-qu’on  cortferveàchacun  fort'  ligne.  Rien 
n empêcheroit  de  mettre  à la  plqre  de  la 
» formule  du  § précédent  celles-ci  : n 
• I trj-l — 5-— 3 — 1 j ou  2>s;#— 3^-^-j-i  2 j 

ou  2+1 


_ Digitized  by  Google 


rjO  ,-v  È Xf  Ê M E N S 

ou  encore  d’autres  ; & il  faut  remarquer 
que  dans  la  formule  propofée , le  ligne  + 
elt  cenfé  être  mis  devant  le  nombre  1 2. 

- . 

' » • ' • 1 - 

■ On  n’aura  plus  de  difficultés  non  plus 
quand,  pour  généralilèr  ces  procédés,  on 
voudra  fe  fervir  de  lettrés  à la  place  de 
nombres  réels.  11  eli  cl^ir  , par  exemple-, 
que 

‘.a  — b — c-\-d — 

.lignifie  qu’on  a des  nombres  exprimés 
par  a & </,.&  que  de  ces  nombres , ou  de 
leur  fomme  , il  faut  ôter  les  nombres  ex- 
primés par  les  lettres  b , c , e , & précédés 
du  figne— ..r  • 

■;  ■ : i g:  " ;;  ; 

Il  importe  donc  principalement  ici  de 
favoir  quel  figne  fe  trouve  devant  chaque 
nombre.  De  là  vient  que  dans  l’Algebré, 
les  quantités- limples  font  les  nombres  cop- 
tüdérés  avec  .les  figues  qui  les  precedent 
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ou  qui  les  affectent.  On  nomme  quantité* 
foÇuives , celles  devant  lefquelles  fe  trouve, 
le  figue  j & quantités  négatives  , celles 

qui  font  aifeéfées  du  ligne — . 

• « » 


La  maniéré,  dont  on  a coutume  d’indi- 
quer les  biens  d’une  perfopne  , eft  très- 
propre  à éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire.  On  indique  par  des  nombres  pofitifs* 
Sc  moyennant  le  ligne  -f- , ce  qu’un  homme 
polTede  réellement  j au  lieu  que  fes  dettes 
fe  repréfentent  par  des  nombres  négatifs, 
ou  par  le  moyen  du  ligne — . Ainli  quand 
on  dit  de  quelqu’un  qu’il  a toaécus  , mais 
qu’il  en  doit  \o  ÿ c’eft  dire  que.fon  bien 
(ê  monte  à v i ...  • • .1 

ioo — 50  ; ou,  ce  qui  elUa  même  choie, 
1 00  — 50,  e eft-à-dire  5 a. 


v Puifque  les  nombres  négatifs  peuvent 
être  çoniîdérés  comme  des-dettes  -,  en  tant 
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que  les  nombres  pofitifs  indiquent  des  biens 
éffe&ifs,' on  peut  dire  que  les  nombres  né-, 
gatifs  font  moins  que  rten.  Ainfi  quand  un 
homme  ne  pofléde  rien , & qu’il  doit  même 
50  écus , il  ell  certain  qu’il  a 50  écus  de 
moins  que  rien  ; car  fi  quelqu’un  lui  faifoit 

• > 1 • • r « f 

prélent  dë'-fô  écus  pour  payer  les  dettes, 
il  nè  lèroit  encore  qu’au  point  de  n’avoir 
tien  , quoiqu’il  fût  devenu  plus  riche  qu’it 

î’i.  J*  - w r.  »,  , f ; 

n etoit.  ••  ' 1 


. De  même  donc  que  les  nombres  pofitifs 
font  inConteftablement  plus1  grands  que 
rien , les  nombres  négatifs  font  plus  petits 
que  rien.  -Qn  en  obtient  des  nombres  po-* 
fitifs  en  ajoutant  1 à o,  c’eft-àdire , à rien  * 
& en  continuant  d’augmenter  ainfi  toujours 
de  l’unité.  C’eft  là  l’origine  de  la  fuite  des 
nombres  qu’on  nompie  nombres  naturels  ; 
en  voici  les  premiers  termes  : 

0 j + ,+9»  + i0> 

& ainfi  de  fuite  à l’infinie, 
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Mais  fi  au  lieu  de  continuer  ainfi  cette 
fuite  par  des  additions  fucceflives  on  la 
continuoit  dans  le  lens  contraire , en  retran- 
chant  perpétuellement  l’unité , on  auroit 
b fuite  , ou  férié  fuivante , des  nombres 
négatifs  : . 

o,  i , — i, — 3, — 4» — 5* — 7»  9»  1 ® > 

& ainfi  de  fuite  jufqu’à  l’infini. 

. 20. 

Tous  ces  nombres  tant  pofitifs  que  néga- 
tifs , ont  le  nom  cpnnu  de  nombres  entiers  ; 
lefquels  par  conféquent  font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  rien.  On  les  nomme 
nombres  entiers , pour  les  diftinguer  d’avec 
les»  nombres  rompus , & d’avec  plufieurs 
autres  efpeces  de  nombres  dont  nous  par- 
lerons dans  la  fuite.  Car  5 o , par  exemple  , 
étant  plus  grand  d’une  unité  entière  que  49 , 
on  comprend  facilement  qu’il  peut  y avoir 
entre  49  & 50  une  infinité  de  nombres  in- 
termédiaires , tous  plus  grands  que  49  , & 
pourtant  tous  plus  petits  que  50.  On  n’a 


/ 
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qu’à  le  repréfenter  deux  lignes , l’une  îoil» 
gue  de  50  pieds,  l’autre  longue  de  49  pieds  , 
on  conçoit  aifément  qu’on  peut  tirer  un 
nombre  infini  de  lignes  toutes  plus  longues 
que  49  pieds , & plus  courtes  cependant 

que  50  pieds. 

« * “ * > 

. . 21* 

11  importe  extrêmement  dans  toute  l’Al- 
gebre , que  l’on  le  faffe  une  idée  nette  de 
ces  quantités  négatives  dont  il  a été  quête 
tion.  Je  me  contenterai  de  faire  remarquer 
ici  d’avance  que  toutes  ces  formules , par 
exemple  , 

+ * — ï j +* — *î  +3 — 3 > +4 — 4j 
valent  o ou  rien.  Enfuite  que 
-J- 2 — 5 vaut  — 3. 

Car  li  quelqu’un  a 2 écus  & qu’il  en  doive 
5 , non-feulement  il  n’a  rien , mais  il  doit 
encore  3 écus  : de  même 

7 — 1 2 eft  autant  que — 5* 

& 25 — 40  vaut — 1 5. 
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22. 

Les  mêmes  chofes  doivent  s’obferver  , 
fjuand  on  emploie  d’une  maniéré  plus  gé- 
nérale des  lettres  au  lieu  de  nombres  ; on 
aura  toujours  o ou  rien  pour  la  valeur 
de  -f-  a — a.  Veut-on  favoir  enfuite  ce  que 
lignifie  , par  exemple  , -j-  a — b , l’on  con- 
sidérera deux  cas  : 

Le  premier  a lieu  quand  a eft  plus  grand 
que  b ; il  faut  alors  fouftraire  b de  a & le 
refte,  devant  lequel  on  mettra  ou  l’on 
fuppofera  le  ligne  , qui  indique  la  valeur 
cherchée. 

Le  fécond  cas  eft  celui  où  a eft  plus  petitf 
que  b i on  fouftraira  dans  ce  cas  a de  b , & 
on  prendra  le  refte  négatif,  en  lui  donnant 
le  figne  — , ce  fera  la  valeur  cherchée. 
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CHAPITRE  III. 

Di  la  multiplication  des  Quantités  Jimples , 

. * 23- 

C^üand  on  a deux  ou  plufieurs  nombres 
égaux  à ajouter  enfemble , on  peut  expri- 
mer cette  Tomme  d’une  maniéré  abrégée 
par  exemple  : 
a-\-a  eft  autant  que  i.  a & 

a~\-a-\-a 3. a-,  de  même 

û~f a* — — 4.0,  & ainfi  de  fuite* 
C’eft  ainfi  qu’on  peut  prendre  une  idée 
de  la  multiplication , & il  faut  remarquer 
que  : 

2 . a  lignifie  2 fois  a & 

* » • 1 » • • 

3 . a 3 fois  a & 

4-a 4 fois  a , &c* 

X4.  . 1 

S’il  s’agit  donc  de  multiplier  un  nombre 
exprimé  par  une  lettre  , avec  un  nombre 

quelconque  9 


% 
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quelconque , on  met  Amplement  ce  nombre 
devant  la  lettre  ; ainA  • 

a multiplié  par  20  fait  20  a , & 
b multiplié  par  30  donne  30  a , &c. 

On  voit  aulfi  que  c pris  une  fois , ou  1 c 
e&  autant  que  c. 

*5* 

Il  eft  de  plus  facile  de  multiplier  de 
femblables  produits  encore  par  d’autres 
nombres  y par  exemple  : . 

2 fois  3 a fait  6 a. 

3 fois  4 b fait  1 2 b. 

5 fois  7 x fait  3 5 

Et  ces  produits  peuvent  fe  multiplier  en- 
core par  d’autres  nombres  à volonté. 

2.6. 

Quand  le  nombre  par  lequel  on  devroît 
multiplier  , ’ eft  aufli  repréfenté  par  une 
lettre  , on  la  met  immédiatement  devant 
l’autre  lettre.;  ainA  quand  il  s’agit  de  mul- 
tiplier b par  a , le  produit  doit  s’écrire  a b ; 
Tome  I,  B 


ï$  E L è M E iï  s 

& p q fera  le  produit  de  la  multiplication 
du  nombre  q par  p.  Si  l’on  multiplioit  ce 
p q encore  par  a , on  obtiendroit  a p q. 

27* 

Il  faut  bien  remarquer  qu’ici  l’ordre  des 
lettres  jointes  enfemble  eft  indifférent } que 
a b eftla  même  chofe  que  b a;  car  b mul- 
tiplié par  a fait  autant  que  a multiplié  par  b. 
Pour  comprendre  ceci  on  n’a  qu’à  prendre 
pour  a & b des  nombres  connus  , comme 
3 & 4 i la  chofe  fera  claire  par  elle-même  : 
3 fois  4 font  autant  que  4 fois  3. 

28. 

On  n’aura  pas  de  peine  à voir,  que  quand 
il  s’agit  de  mettre  des  nombres  à la  place 
des  lettres  jointes  enfemble  de  la  maniéré 
qu’on  a vu , on  ne  peut  pas  les  écrire  de  la 
même  maniéré  l’un  à côté  de  l’autre.  Car 
fi  l’on  vouloit  écrire  3 4 pour  3 fois  4 , ce 
feroit  mettre  34  & non  pas  11.  On  a donc 
foin , quand  il  s’agit  d’une  multiplication  de 
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Nombres  ordinaires , de  les  féparer  par  des 
points  : ainfi  3. 4 lignifie  3 fois  4 , c ’eft-à- 
dire  1 2*  De  même  1 . 2 eft  autant  que  2 $ 
& 1.2.3  fait  6.  Pareillement  1.2.3.4.56 
fait  1344;  & 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10  vaut 
3628800,  &c* 

1Ç). 

• 

On  peut  auffi  conclure  de  là  ce  que  figni* 
&e  une  quantité  de  cette  forme  5 .7.8.  abcd*. 
Elle  montre  que  5 doit  fe  multiplier  par  7* 
& qu’il  faut  multiplier  ce  produit  encore  par 
8 ; enfuite  qu’il  faut  multiplier  ce  produit 
des  trois  nombres , par  a , & puis  par  b & 
puis  par  ù , & enfin  par  d.  On  remarquera 
de  plus  qu’on  peut  écrire  à la  place  de  5 . 7. 8 
fa  valeur  , laquelle  eft  280  ; car  c’eft  ce  qui 
Vient , quand  on  multiplie  par  8 le  produit 
<fef  pai7,ou  35. 

9 

30. 

On  aürâ  remarqué  que  nous  avons  nom- 
fcé  produits  les  formules  qui  naiflent  de 

B 2 
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la  multiplication  de  deux  ou  plufieurs  nom- 
bres. H faut  obferver  auffi  qu’on  nomme 
JaU.eu.rs  les  nombres  ou  les  lettres  ifolées. 

31* 


Jufqu’ici  nous  n’avons  confédéré  que  des 
nombres  pofitifs  , & il  n’y  a pas  eu  lieu  de 
douter  que  les  produits  que  nous  avons  vu 
fe  former  ne  fuflent  pofitifs  de  même  : favoir 
+ a par  -j-  b doit  donner  néceflairement 
-j -a  b.  Mais  il  faudra  examiner  à part  ce 
qui  doit  provenir  de  la  multiplication  de-j-a 
par — b j & de  — a par — b.  ■ . 


- ... . 32* 

Commençons  par  multiplier  — a par  $ 
ou  + 3 ; or  puifque  — a peut  être  confé- 
déré comme  une  dette,  il  eft  clair  que  Çi 
l’on  prend  trois  fois  cette  dette , elle  doit 
auffi  devenir  trois  fois  plus  grande  , & par 
conféquent  le  produit  cherché  eft  — 3 eu 
De  même  s’il  s’agit  de  multiplier — a 
par  b , on  obtiendra  -£-  b a , ou , ce  qui 
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eft  la  même  choie , — ab.  Nous  tirons  de  là 
la  conféquence , qu'une  quantité  pofitive 
étant  multipliée  par  une  quantité  négative , 
le  produit  eft  négatif;  & nous  prenons  pour 
réglé , que  -f-  par  fait  ou  plus  , & 
qu’au  contraire  -}-  par  — • , ou  «re*  par  4" 
donne  — ou  moins* 


H nous  refte  à réfoudre  encore  ce  cas  oit 

— eft  multiplié  par  — , ou , par  exemple  r 

— a par  — b . Il  eft  évident  d’abord  que  * 

quant  aux  lettres,  le  produit  fera  a b ; mais 
il  eft  incertain  encore  li  c’eft  le  ligne  -f-  . 
ou  bien  le  ligne  *-r  qu’il  font  mettre  devant 
ce  produit  ; tout  ce  qu’on  fait  , c’eft  que 
ce  fera  ou  l’un  ou  l'autre  de  ces  lignes.  Or 
je  dis  que  ce  ne  peut  être  le  ligne  — : "car 
~/i  par  -\-h  donne, — a b a pat 

r— i rte  peut  produire  le  même  réfultat  quç 

— a par  -j—  b } mais  il  doit  en  réfui  ter 
Voppofé  , c’eft-à-dire  , -\~  a b ; par  confé- 
çuçnt  nous  avons  cette  réglé  : — multipliç 

. B j 
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par  — fait  -{- , de  même  que  -j-  multiplié 
par  +. 

Les  réglés  que  nous  venons  de  déve- 
lopper s’expriment  plus  brièvement  de  la 
manière  qui  fuit  : 

Deux  lignes  égaux  ou  fembiables , mul- 
tipliés l’un  par  l’autre,  donnent  deux 
lignes  diffemblables , ou  contraires,  don- 
nent — . Ainfi  quand  il  s’agit  de  multiplier 
enfemble  ces  nombres-ci  : -fa,  —b,—ç,  +d  ; 
on  a d’abord  -|-  a multiplié  par  — b , lait 
— ab } ceci  par  — c , fait  -\-abc  , & ceci 
enfin  multiplié  par-| -d%  fait  -abcd<  ■. 


Les  difficultés  à l’égard  des  lignes  étant 
levées,  nous  n’avons  plus  qu’à  faire  voir 
comment  on  doit  multiplier  eillemble  des 
nombres  qui  font  déjà  des  produits  eux* 
mêmes.  S’il  s’agit , par  exemple , de  mul- 
tiplier le  nombre  a b par  le  nombre  cd^ 


Digitized  by  Google 


Dy  A L G E B R E.  2J 

le  produit  fera  abcd,  8c  il  provient  de  ce 
cpi  ou  multiplie  d’abord  a b par  c , & enfuite 
le  réfultat  de  cette  multiplication  encore 
par  cL  Ou  bien  s’il  s’agiffoit  de  multiplier 
3 6 par  1 z : puifque  î z eft  autant  que  3 fois 
4,  on  n’aur oit  qu’à  multiplier  3 6 d’abord 
par  3 , & enfuite  le  produit  108  encore 
par  4 , pour  avoir  le  produit  total  de  la 
multiplication  de  1 z par  3 6 > lequel  eft  par 
conséquent  432. 

36. 

Mais  fi  Ton  vouloit  multiplier  5 a b par 
3 cd , on  pourroit  à la  vérité  écrire  3 ci 
5 a b } cependant  comme  il  ne  s’agit  pas  ici 
de  l’ordre  des  nombres  à multiplier  enfë râ- 
ble , on  fera  mieux  de  mettre , comme  c’eft 
auffi  la  coutume,  les  nombres  ordinaires 
devant  les  lettres , & d’exprimer  le  produit 
de  cette  maniéré  : 5.3  abcd , ou  à 5 abcd$ 
parce  que  5 fois  3 eft  autant  que  1 5 . 

De  même  fi  l’on  avoit  à multiplier  i z pqr 
par  7 xy , ou  obtiendroit  1 z.7  pqrxy , ou 
%4/>frxy.  ..  . . 

B 4 
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CHAPITRE  IV? 

De  La  nature  des  Nombres  entiers  , eu  égard 
à leurs  fadeurs . , ......  . * 

r I* 

Nous  avons  remarqué  qu’un  produit 
tire  ion  origine  de  la  multiplication  de  deux: 
ou  de  pluiieurs  nombres  les-  uns.  par  les 
autres  , & qu’on  nomme  ces  nombres  des 

Ainfi  ce  font  les  nombres  a,b,c,d9  qui 
font  les  faéleurs  du  produit  abcxL 


Si  l’on  confidere  donc. tous  les  nombres 
entiers  en  tant  qu’ils  peuvent  provenir  dé 
la  multiplication  de  deux  ou  de  plufieurs* 
nombres  entr’eux , on  trouvera  bientôt  que 
quelques-uns  ne  fauroient  réfulter  d’une  pa- 
reille multiplication  , & n’ont  par  consé- 
quent point  de  fa&eurs,  tandis  que  d’autres 
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peuvent  être- les  produits  de  deux  ou  de 
placeurs  nombres  multipliés  enferable  , & 
peuvent  par  cônféquent  avoir  deux  ou  plu- 
sieurs facteurs.  C’eft  ainfî  que  : > • 

4 eft  autant  que  1.1  ; que  6 eft  autant 
que  1. 3 ; que  8 eft  autant  que  i.i.i  ; ou' 
27  autant  que  3.3.3  $ & 10  autant  que 
2.  j , &c. 

39.  , 

Afais  d’un  autre  côté  les  nombres  2,3, 
3,7,  11 , 13,  17 ,&c.  ne  peuvent  être  re- 
prélentés  de  la  même  façon  par  des  facteurs, 
à moins  qu’on  ne  voulût  employer  pour 
cet  effet  l’unité  , & repréfenter  1 , par  exerm 
pie , par  1 .2.  Or  les  nombres  qui  font  mul- 
tipliés par  1 , reftant  les  mêmes , on  n’a  pas 
jugé  à propos  de  Compter  l’unité  parmi  les- 
fréteurs. 

■ t - . . r 

1 ousces  nombres  donc,  2,3,5,7,11,: 
l7  » &c.  qui  ne  peuvent  pas  s’indiquer- 
par  des  faéteurs  , ont  été  nommés  honores 
JimpUsj  ou  nombres  premiers ; 44  Ueu  que 
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les  autres, comme 4,  6,8,9, IO»  ,2>I4* 
15  , 16,  18,  &c.  qui  peuvent  être  repré- 
fentés  par  des  fafteurs  , s’appellent  des 
nombres  compofés. 

.. ’ . 40-, 

Les  nombres  Jîmplesôu. premiers  méritent 
donc  une  attention  particulière  , par  la  rai- 
fon  qu’ils  ne  proviennent  pas  de  la  mul- 
tiplication de  deux  ou  de  plufieurs  nombres. 
Il  eft  fur-tout  digne  de  remarque  que  û 
l’on  écrit  ces  nombres  dans  leur  ordre 
naturel  comme  ils  fe  fuivent , 

î»,  3»  ï» 7» 1 1 3»  J7>  *9*  *3»  »9»  3 *»  37. 4*»  43’ 47 , &c.  {*) 

(*)  On  trouve  tous  les  nombres  premiers  depuis  » juf- 
Squ’à  100000  dans  les  tables  de  Divifeur , dont  je  parlerai 
à l’article  710  de  la  quatrième  feûion.  Mais  on  a dç 
plus  des  tables  particulières  des  nombres  premiers  qui 
vont  depuis  1 jufqu’à  101000  , & qui  ont  été  publiée* 
à Halle  par  M.  Kruger , dans  un  Ouvrée  Allemand  inti- 
tulé Penfies  fur  V Algèbre  ; M.  Kruger  les  avoit  eues  en 
manufcrit  de  celui  qui  les  avoit  calculées , & qui  fe  nom- 
Bioit  Pierre  Jaeger.  M.  Lambert  a continué  ces  tables  juP- 
«pi’à  102000  j & les  a redonnées  dans  fes  Supplément 
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on  n’y  remarque  point  d’ordre  régulier  ; 
leurs  augmentations  font  tantôt  plus  graiv- 

des , tantôt  moindres  ; & jufqu’à  préfent 

• » 

anx  Tables  Logarithmiques  6c  Trigonomé  triques , impri- 
mées à Berlin  en  1770 , Ouvrage  qui  contient  suffi  pla- 
ceurs autres  tables  qui  peuvent  être  d’une  grande  utilité 
dans  les  différentes  panies  des  Mathématiques  , & des 
éclairciffemens  qu’il  ferait  trop  long  de  rapporter  ici. 

L’Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris  poffede  des 
tables  de  nombres  premiers  , qui  lui  ont  été  préfentée* 
par  le  P.  Mercajiel  de  l’Oratoire  , & par  M.  du  Tour  2 
mais  elles  n’ont  pas  été  publiées  : il  en  eft  parlé  dans  le 
tome  V des  Mémoires  étrangers  préfentés  à l’Académie  « 
à l’occafion  d’un  Mémoire  de  M.  Rallier  des  O urmes  y 
Confeiller  d’Honneur  au  Préfidial  de  Rennes  , qui  fe 
trouve  dans  ce  volume , & l’Auteur  y expofe  une  mé- 
thode facile  de  trouver  les  nombres  premiers. 

On  trouve  dans  le  même  vohime  un  autre  Mémoire 

* » » 1 1 | f 

de  M.  Rallier  des  Ourmes , qu’il  a intitulé  Met  '.ode  nou- 
velle de  divijion , quand  le  dividende  ejt  multiple  du  dh’ifeury 
O fe  peut  par  confiaient  divifcr  fans  refit  i <6*  d'extralion, 
de  racines muaad  la  puijfance  efl  parfaite.  Cette  méthode 
plus  curifefe  fi  la  vérité  qu’utile-^  ti’à  prefqne  rien  dé 
Commun'  avec  la  méthode  ordinaire  ; eHe  eft  très- facile 
& eHe  a cette  Angularité,  que  pourVu  qu’on  co::noiffè 
Autant  de  chiffres  fur  la  droite  du  dividende  ou  de  la  puif- 
funce , que  le  quotient  ou  la  racînè  doivent  avoir  dé 
chiffres  , oa  peut  fe  paffer  des  chiffres  qui  les  précèdent  . 
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‘ * * 

on  n’a  pu  découvrir  ft  elles  fe  font  fuivant 
ime  certaine  loi  ou  non.’  • - <r> 

41. 

-î  - Les  nombres  compofés,  qui  peuvent  être 
repréfentés  par  des  fa&eurs,  proviennent 
tous  des  nombres  premiers  fufdics,  c’eft-à- 
direque  tous  leurs  fa&eurs  font  des  nombres 
premiers.  Car  fi  l’on  trouve  un  fafteur  qui 
ne  foit  pas  un  nombre  premier,  on  peut 
toujours  le  décompofer  & le  repréfenter 
par  deux  ou  plufieurs  nombres  premiers. 
Quand  on  a indiqué , par  exemple , le 
inombre  30  par  5.6 , on  voit  que  6 n’étant 
pas  un  nombre  premier,  mais  valant  2.3  , 
on  auroit  pu  indiquer  30  par  5.2.3  , ou 
par  2.3.5  » c’eft- à-dire  , par  des  faveurs 
qui  font  tous  des  nombres  premiers. 

& obtenir  de  même  le  quotient.  M.  Rainer  dts  Ouones 
s’eft  ouvert  cette  nouvelle  route  au  moyen  de  quelques 
réflexions  fur  les  nombres  qui  terminent  les  exprefltons 
numériques  des  produits  ou  des  psiflances , une  efpecg 
de  nombres  que  j’ai  remarqués  aulfi  dans  d’autres  occa- 
sions qu’il  étoit  utile  de  çonüdérer, 

« * » . 
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42. 

Si  l’on  réfléchit  maintenant  fur  ces  nom- 
bres compofés  réfolubles  en  nombres  pre- 
miers , on  y remarquera  une  grande  diffé- 
rence -,  on  verra  que  les  uns  n’ont  que  deux 
de  ces  fa&eurs , que  d’autres  en  ont  trois  , 
& que  d’autres  encore  en  ont  un  plus 
grand  nombre.  Nous  avons  déjà  vu , par 
exemple , que 


A 

eft  autant  que  1.1 , 

6 

autant 

que 

1.3  ÿ 

8 

2.1.1  , 

9 

— 

— 

3-3  » 

10 

— 1.5  , 

12 

« • ** 

— 1. 

,3.1, 

*4 

1.7, 

M 

— 

— 

3-5» 

16 

Z. 2.2.2. 

& 

ainfi  de 

fuite. 

43-  , . . 

On  conclura  aifément  de  là  comment 

• t 

on  doit  déterminer  les  fa&eurs  fimples  dW 
nombre  quelconque;  • « 

Soit  propofé  pour  exemple  le  nombre, 

1 1 % 

360 , on  le  repréfentera  d’abord  par  2.  1 80.. 
Or  180  eft  autant  que  2.90,  & 

9o  — — 1.4  j,  & 

4J  — — — 3. 1 5, & enfin 
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Par  conféquent  le  nombre  360  peut  êtfè 
repréfenté  par  les  fa&eurs  (impies  que 
voici  : 

2.2.1.3.3.Ç, 

puifque  tous  ces  nombres  multipliés  en- 
(èmble  produilènt  360  (*). 

44* 

Nous  voyons  donc  par  tout  cela , que 
les  nombres  premiers  ne  peuvent  pas  être 
divifés  par  d’autres  nombres , & que  d’un 
autre  côté  on  trouve  les  fa&eurs  (impies 
des  nombres  compofés  , le  plus  commo- 
dément & le  plus  furement,  en  cherchant 
les  nombres  (impies , ou  premiers , par 
lefquels  ces  nombres  compofés  font  divi- 
sibles. Mais  on  a befoin  pour  cela  de  la 
divijioni  nous  allons  donc  expliquer,  dans 
le  chapitre  fuivant , les  réglés  de  cette 
opération. 

* 

(*)  On  trouve  à la  fin  d’une  Arithmétique  Allemande 
de  Poèùus , publiée  à Leipfig  en.  1718 , une  table  où 
tous  les  nombres  depuis  1 jufqu’à  icooo  font  repréfenté* 
de  cette  maniéré  par  leur*  faûeurs  fimples,  » 
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CHAPITRE  V. . 

De  la  divifion  des  Quantités  Jimplcs* 


45- 

il  s’agit  de  décompofer  un 
nombre  en  deux , trois  ou  plufieurs  parties  • 
égales , on  le  fait  par  le  moyen  de  la  di- 
vifion , laquelle  nous  apprend  à déterminer 
la  grandeur  d’une  de  ces  parties.  Quand 
qn  veut , par  exemple  , décompofer  le 
nombre  i z en  trois  parties  égales , on  trouve 
par  la  divifion  que  chacune  de  ces  parties 
eft  égale  à 4. 

Voici  quelques  expreffions  dont  on  fe 
fert  dans  cette  opération.  Le  nombre  qu’on 
doit  décompofer  ou  divifer,  s’appelle  le 
dividende  ; le  nombre  des  parties  égales 
qu’on  cherche  fe  nomme  le  divifeur;  la 
grandeur  d’une  de  ces  parties , déterminée 


Digitized  by  Google 


3*î  E I i AT  X K ‘1* 

par  la  divifion , s’appelle  le  quotient  ; ainfi 

dans  l’exemple  cité  : 

1 1 .’eft  Je  dividende , \ ' 

3 eft  le  divifeur , & 

- .4  eft-lfe  quotient,  - \ 


11  s’enfuit  de  là , que  fi  l’on  divife  un 
nombre  par  i ou  en  deux  parties  égales  , 
il  faut  qu’une  de  ces  parties , ou  le  quotient 
prife  deux- fois,  faffe  exaélement  le  nombre : 
propofé  ; & pareillement  que  fi  l’on  a un 
nombre  à divifer  par  3 , le  quotient' pris 
trois  fois  doit  redonner  le  même  nombre.' 
Il  faut  en  général  qufe  la  multiplication  du 
quotient  par  le  divifeur  reproduife  toujours 
le  dividende. 


C’eft  auffi  pourquoi  on  prefcrit  pour  la. 
divifion  la  réglé,  de  chercher  un  nombre 
ou  quotient  tel,  qu’étant  multiplié  par  le, 
divifeur,  il, en  réfulte  préçifément  le  divi- 
dende. 
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dende.  Par  exemple  , s'il  s’agit  de  divifer 
3 5 par  5 , on  cherche  ur.  nombre  qui , mul- 
tiplié par  5 , produite  33.  Or  ce  nombre 
eft  7,  puifque  cinq  fois  7 fait  3 5.  La  façon 
de  parler  dont  on  fait  ufage  dans  ce  rai- 
fonnement , eft  celle-ci  : 5 en  3 5 j’ai  7 fois* 
& 5 fois  7 font  35. 

48. 

On  fe  reprétente  donc  le  dividende 
comme  un  produit,  duquel  un  des  faéieurs 
eft  égal  au  divifeur , l’autre  fa&eur  indi- 
quant enfuite  le  quotient.  Ainft  en  fuppo- 
fant  qu’on  ait  63  à diviter  par  7,  on  cher- 
chera un  produit  tel , qu’en  prenant  7 pour 
un  de  fes  fà&eurs , l’autre  faéfeur  multiplié 
par  celui-ci  donne  exaéfement  63.  Or  7.9 
eft  un  tel  produit , & par  conféquenr  9 eft 
le  quotient  qu’on  obtient  en  divifant  6 $ 
par  7. 

49 

S’il  eft  queftion  à préfent  de  divifcr  en 
générai  un  nombre  a b par  a , il  eft  évident 
Tome  /.  C 


» 
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que  le  quotient  fera  b y parce  que  a mul- 
tiplié par  b redonne  le  dividende  a b.  Il  eft 
clair  aufii  que  fi  l’on  avoir  à divifer  a b 
par  b , le  quotient  feroit  a. 

Ainfi  en  général  dans  tous  les  exemples 
de  divifion  qu’on  peut  avoir  faits , fi  l’on 
divife  le  dividende  par  le  quotient,  on  ob- 
tiendra de  nouveau  le  divifeur  : de  même 
que  24  divifé  par  4 donne  6,  24  divifé 
par  6 donnera  4. 

50.  • 

Comme  tout  fe  réduit  à repréfenter  le 
dividende  par  deux  fa&eurs,  dont  l’un  foit 
égal  au  divifeur,  l’autre  au  quotient,  on 
comprendra  facilement  les  exemples  qui 
fuivent.  Je  dis  d’abord  que  le  dividende 
abc , divifé  par  a , donne  bc;  car  a , mul- 
tiplié par  b c , fait  a b c y pareillement  abc, 
étant  divifé  par  b,  on  aura  ac  y Sa  abc, 
divifé  par  ac,  donne  b.  Je  dis  aufli  que 
1 tmn , divifé  par  3/72 , fait  4/2  y car  3 m , 
multiplié  par  4 n , fait  1 imn.  Mais  fi  ce 


1 


# 
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même  nombre  12  mn  avoit  dû  être  divifé 
par  1 2 , on  auroit  obtenu  le  quotient  m n. 

5i- 

Puifque  tout  nombre  a peut  être  exprimé 
par  ia  ou  un  a,  il  eft  évident  que  ft  l’on 
avoit  à divifer  a ou  1 a par  1 , le  quotient 
feroit  le  même  nombre  a.  Mais  au  con- 
traire , d le  même  nombre  a ou  la  doit 
fe  divifer  par  a,  le  quotient  fera  1. 

52« 

U n’arrive  pas  toujours  qu’on  peut  re- 
préfenter  le  dividende  comme  le  produit 
de  deux  fa&eurs  , dont  l’un  foit  égal  au 
$ivifeur,  & la  divifion  alors  ne  peut  pas 
fe  faire  de  la  maniéré  que  nous  avons  dit.  . 

Quand  on  a,  par  exemple , 24  à divifer 
par  7 , on  voit  d’abord  que  le  nombre  7 
n’eft  pas  un  facleur  de  24  ; car  7.3  ne  fait 
4jue  2 1 , & par  conféquent  trop  peu , & 
y.  4 fait  28,  qui  eft  déjà  plus  grand  que  1 4. 
Mais  on  voit  du  moins  par-là  que  le  quotient 

C 2 
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doit  être  plus  grand  que  3 , & plus  petit 
que  4.  Afin  donc  de  le  déterminer  exac- 
tement, on  emploie  une  autre  efpece  de 
nombres,  qu’on  nomme  les  f raclions  , &: 
de  laquelle  nous  traiterons  dans  un  des 
chapitres  fuivans. 


Avant  qu’on  pafle  à î’ufage  des  frayions, 
on  a coutume  de  fe  contenter  du  nombre 
entier  qui  approche  le  plus  du  quotient  vé- 
ritable, mais  en  faifant  attention  au  réjïdu 
qui  refte;  ainfî  l’on  dit , 7 en  24  j’ai  3 fois  , 
& le  réfidu  eft  3 , parce  que  3 fois  7 ne 
fait  que  2 1 , & par  conféquent  3 de  moins 
que  24,  On  confédéré ra  de  la  même  ma- 
niéré les  exemples  fuivans  : 


6 


34  5 c’eft-à-dire  que  le  divifeur  eft  6 , 
que  le  dividende  eft  34, 
4 que  le  quotient  eft  $, 

. & que  le  réfidu  eft  4, 
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4 ici  le  divifeur  efl 
le  dividende  efl 
le  quotient  efl 
& le  réfldu  efl: 

Ï1  faut  obferver  la  règle  fuivante  dans 
les  exemples  où  il  refie  un  réfldu. 


5 


9* 
4»  , 
4, 

y 


54- 


Quand  on  multiplie  le  divifeur  par  le 
quotient,  & qu’au  produit  l’on  ajoute  le 
réfîdu,  il  faut  qu’on  obtienne  le  dividende  ; 
c’efl  la  maniéré  de  vérifier  la  divifion  , & 
de  voir  fi  l’on  a bien  calculé  ou  non.  C’efl: 
ainfl  que  dans  le  premier  des  deux  derniers 
exemples,  fi  l’on  multiplie  6 par  5 , & qu’au 
produit  30  on  ajoute  le  réfldu  4 , il  vient 
34  ou  le  dividende. 

De  même  dans  le  dernier  exemple  , fi 
Ton  multiplie  le  divifeur  9 par  le  quotient  4, 
& qu’au  produit  3 6 on  ajoute  le  réfldu  j , 
çn  obtient  le  dividende  41.  * • 

c.  " 
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5 5- 

11  eft  enfin  néceflaire  aufii  de  faire  re- 
marquer ici  à l’égard  des  lignes  -}-  plus  , 
& — moins , que  fi  l’on  divife  -j-  a b par 
le  quotient  fera  -(-  b , ce  qui  eft 
évident. 

Mais  que  s’il  s’agit  de  divifer  a b par 

— a , le  quotient  fera  — b ; parce  que 

— a multiplié  par  — b fait  -j-  a b,  Enfuite  : 
Que  fi  le  dividende  eft  — ab9  &*  qu’il 

s’agifie  de  le  divifer  par  le  divifeur  -|-a  , 
le  quotient  fera  — b ; parce  que  c’eft  — b 
qui,  multiplié  par  a,  fait  — a b.  Enfin  , 
que  s’il  eft  queftion  de  divifer  le  dividende 

— a b par  le  divifeur — a , le  quotient  fera 
+ b i parce  que  le  dividende  — a b eft  le 
produit  de  — a par  -J-  b . 

56.. 

La  divifion  admet  donc  quant  aux  lignes 
«-j-  & -r  les  mêmes  réglés  que  nous  avons 
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vu  avoir  lieu  pour  la  multiplication  j à 
(avoir  : 

par  -f-  fait  -f~  : par  — ' ^ — : 

— par  -j-  fait  — : — par  — fait  -j-  ; *- 
ou  en  peu  de  mots , les  mêmes  lignes  don- 
nent plus  , les  lignes  contraires  donnent 

A7 2 o Z ns  • * v 

57  • ' . 

Ainfi  quand  on  divilè  i % pq  par  — }py 

le  quotient  ell  — 6 q*  / 

• • 

De  plus  : — 30 xy  divifé  par  -f  6y  donne  — 5 x ÿ 
& — 54 abc  divifé  par  — 9 b donne  -f  6<jc; 

car , dans  ce  dernier  exemple  , — 9 b mul- 
tiplié par  -J-  6a c fait  — 6.9 abc  , ou 
— ^abc;  mais  nous  croyons  à préfent 
en  avoir  affez  dit  lur  la  divifton  en  quan- 
tités lîmpîes  j nous  ne  tarderons  donc  pas 
à pafier  à l’explication  des  fraftions , après 
avoir  ajouté  encore  quelques  remarques  fur 
la  nature  des  nombres , eu  égard  à leurs 
divifeurs,  - . . . . : . . . ï.  ■> 
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CHAPITRE  VL 


Des  propriétés  des  Nombres  entiers  par 
rapport  à leurs  divifeurs • 


58. 

Comme  nous  avons  vu  que  quelques 
nombres  font  divifibles  par  de  certains  di- 
vifeurs j pendant  que  d’autres  ne  le  font  pas , 
il  eft  néceffaire  pour  parvenir  à une  con- 
noiffance  plus  particulière  des  nombres, 
de  bien  faire  attention  à cette  différence , 
tant  en  diflinguant  les  nombres  divifibles 
par  des  divifeurs  de  ceux  qui  ne  le  font  pas , 
qu’en  confidérant  le  réfidu  qui  refte  dans 
la  divifion  de  ces  derniers.  Pour  cet  effet 
examinons  les  divifeurs  : 

*>3>4,5>6>7>8,9,io  ,&c. 


59- 

Soit  d’abord  le  divifeur  1 ; les  nombres 
qui  peuvent  être  divifés  par  celui-là  font  : 

2,4, 6,8,  io}  12,14,  iô,  18 , 20, &c. 
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lefquets,  comme  on  voit,  croiffent  tou- 
jours de  deux  unités.  On  appelle  ces  nom- 
bres , quelque  loin  qu’ils  puifTent  fe  conti- 
nuer, des  nombres  pairs. 

Mds  il  eft  d’autres  nombres  ; à lavoir  : 

1 > 3 » 5 » 7 * 9 » 1 1 * >3  » 1 5 » *7 » 

qui  font  toujours  d’une  unité  plus  petits  ou 

plus  grands  que  ceux-là , & qu’on  ne  peut 
divifer  par  1 , fans  qu’il  relie  le  rélidu  1 -, 
on  nomme  ceux-ci  les  nombres  impairs . 

Les  nombres  pairs  font  tous  compris  dans 
la  formule  générale  1 a ; car  on  les  obtient 
tous  en  mettant  fuccellivement  à la  place 
de  a les  nombres  entiers  1,2,  3 , 4 , 5,6,7, 
8cc.  & de  là  il  s’enfuit  que  les  nombres 
impairs  font  tous  compris  dans  la  formule 

2 a -j- 1 , parce  que  z a- j- 1 eft  d’une  unité 
plus  grand  que  le  nombre  pair  i<*. 

, 60. 

* 1 » *•  • • 

En  fécond  lieu , foit  pour  divilêur  le 
nombre  3 : les  nombres  divilîbles  par  ce 
divife ur  font , : ' 

• • v # 

2,6,9, 12  , i5,i8,2i,24,&ainfidefuite. 
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Et  ces  nombres  peuvent  fe  repréfenter  par 
la  formule  3 a,-  car  3 a divifé  par  3 donne 
le  quotient  a fans  rélidu.  Tous  les  autres 
nombres  au  contraire  qu’on  voudroit  di- 
vilèr  par  3 , donneront  t ou  1 de  rélîdu, 
& font  par  conféquent  de  deux  fortes.  Ceux 
qui  après  la  divilion  laifîent  le  relie  1 ,font, 
1,4,7,  10,13,  16, 19,  &c. 

& font  contenus  dans  la  formule  3 a +<; 
mais  l’autre  efpece,  où  les  nombres  qui 
donnent  le  relie  1 , font  : 

1, 5 , 8,  1 1 , 14,  17,  20, &c. 

& la  formule  qui  les  exprime  générale- 
ment ell  3 a + 1 ; de  façon  donc  que  tous 
les  nombres  peuvent  s’indiquer  ou  par  3 a, 
ou  par  3a  -|-  1 , ou  par  3 a 1. 


6l.  ' 

Suppofons  maintenant  que  4 foit  le  di- 
vifeur  en  quellion , les  nombres  qu’il  di- 
vife  font  : • \ 

• : 4,  8 , 12 , \6'f 10  ,-24,  jkc. 
lefquels  augmentent  régulièrement  par  4 > 
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& font  contenus  dans  la  formule  4 a.  Les 
autres  nombres , c’eft-à-dire  ceux  qui  ne 
font  pas  divisibles  par  4 , peuvent  laifler  le 
réfidu  1 , ou  être  de  1 plus  grands  que  ceux- 
là  : comme 

i,  5,9»  »3>  *7,  n,if,  &c. 

& être  par  conféquent  compris  dans  la  for- 
mule 4 a -|-  1 : 

ou  bien  ils  peuvent  donner  le  réfidu  2 j 
comme 

. / • 

2,6,  10,  14,18,  11  j 16,  &c«  . , 
& s’exprimer  par  la  formule  4 a -f-  2 -,  ou 

enfin  ils  donneront  le  refte  3 } comme 

• « 

3>7  » i*  > *5»  !9  » 23>  *7,  &c. 

• • • / • » 

& feront  indiqués  par  la  formule  4 a -f-  3.. 

Tous  les  nombres  entiers  poflibles  font 
donc  contenus  dans  l’une  ou  l’autre  de  ces 
quatre  expreflions  : 

4a>4a"\mlj4a~\~*>4a~i~l' 
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6l . 

Il  en  eft  à peu  près  de  même  quand  le 
divifeur  eft  5 ; car  tous  les  nombres  divi- 
ftbles  par  celui-là  font  contenus  dans  la 
formule  5 a,  & ceux  qu’on  ne  peut  diviler 
par  5 , reviennent  à une  des  formules  qui 
fuivent  : 

5 a+  1 » 5a  + 2»  5 a+3>  5* + 4» 

& c’cft  de  la  même  maniéré  qu’on  pourra 

continuer  & conlidérer  de  plus  grands  di- 
vifeurs. 

63. 

Il  eft  à propos  de  fe  rappeler  ici  ce 
qui  a été  dit  plus  haut  de  la  réfolution  des 
ilombres  en  leurs  faéleurs  (impies  ; car 
tout  nombre  , parmi  les  faéleurs  duquel  (è 
trouve 

2 ou  j ou  4 ou  5 ou  7 , 
ou  un  autre  nombre  quelconque , fera  di- 
viftble  par  ces  nombres.  Par  exemple  : 

60  étant  autant  que  2.2.3. 5 > 
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il  eft  clair  que  60  eft  divifible  par  1 , & 
par  ^ & par  5 (*). 

(*)  Il  y a quelques  nombres  qu’on  voit  a fiez  facile* 
ment  être  divifeurs  ou  non  d’un  nombre  propofé. 

Un  nombre  propofé  eft  divifible  par  i , fi  le  dernier 
chiffre  eft  pair  ; il  eft  divifible  par  4 , fi  les  deux  derniers 
chiffres  font  divifibles  par  4 ; il  eft  divifible  par  8 , fi  les 
trois  derniers  chiffres  font  divifibles  par  8 ; & en  général 
il  eft  divifible  par  a" , fi  les  n derniers  chiffres  font  divi- 
fibles par  a". 

Un  nombre  eft  divifible  par  3 , fi  la  fomme  des  chiffres 
eft  divifible  par  3 ; il  fe  divife  par  6 , fi  outre  cela  le  der- 
nier chiffre  eft  pair  ; il  eft  divifible  par  9 , fi  la  fomme 
des  chiffres  peut  fe  divifer  par  9. 

Tout  nombre  dont  le  dernier  chiffre  eft  o ou  f , eft 
divifible  par  3. 

Un  nombre  eft  divifible  par  1 1 , lorfque  la  fomme  du 
premier  , du  troifieme  , du  cinquième  , &c.  chiffre  eft 
égale  à la  fomme  du  fécond , du  quatrième  , du  fixieme , 
&c.  chiffre. 

Il  eft  aflez  facile  de  fe  rendre  raifon  de  ces  réglés , & 
de  les  étendre  aux  produits  des  divifeurs  que  nous  venons 
de  confi'-'crer  ; on  peut  imaginer  aufli  des  relies  pour 
quelques  autres  nombres , mais  l’application  en  feroit  ordi- 
nairement plus  longue  que  l’effai  de  la  divifion  réelle. 

Je  dis  , par  exemple  , que  le  nombre  53704689113  eft 
diviiible  par  7 , parce  que  je  trouve  que  la  fomme  des 
chiffres  du  nombre  64004145433  eft  divifible  par  7 ; c’eft 
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par  la  table  fuivante , dans  laquelle  on 
a mis  fous  chaque  nombre  tous  (es  divi- 
fèurs  (*). 

TABLE. 


6-j. 

Enfin  l’on  doit  obferver  que  o , ou  {< éro , 
peut  être  regardé  comme  un  nombre  qui 


(*)  On  a une  pareille  table  pour  tous  les  divifeurc  de» 
nombres  naturels,  depuis  i jufqu’à  10000 , qui  a été 
publiée  à Leyde  en  1767  par  M.  Henri  Anjema.  On  a 
encore  une  autre  table  de  divifeurs , qui  va  jufqu’à  100000  ; 
mais  dans  laquelle  il  n'y  a que  le  plus  petit  divifeur  de 
chaque  nombre.  Elle  le  trouve  dans  le  Dictionnaire  An- 
glois  de  Harris , dans  le  Didionnare  Encyclopédique  & 
dans  le  Recueil  de  M.  Lambert , que  nous  avons  déjà  cité 
à l’article  40.  Elle  eft  même  continuée  dans  ce  dernier 
Ouvrage  jufqu’à  1020QQ. 

à la 

t 

/ 
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a la  propriété  d’être  diviilble  par  tous  le$ 
nombres  po/Tibles  ; parce  que  par  quelque 
nombre  a que  l’on  ait  à divifèr  o , le  quo- 
tient fe  trouve  toujours  être  oj  car  il  faut 
bien  remarquer  que  la  multiplication  d’un 
nombre  quelconque  par  ^éro  ne  produit 

rien , & qu’ainfi  o fois  a , ou  o a , eft  o. 

* ; , * 


CHAPITRE  VII. 


Des  Fractions  en  général,  ■ 


, . '68. 

u a n d un  nombre , comme  7 , par 
exemple  , eft  dit  n’être  pas  divifible  par  un 
autre  nombre , fuppofons  par  3 , cela  veut 
feulement  dire  que  le  quotient  ne  peut  pas 
être  exprimé  par  un  nombre  entier,  & il 
ne  faut  point  du  toi\t  croire  qu’on  ne  puifle 
pas  fe  faire  une  idée  de  ce  quotient. 

On  n’a  qu’à  s’imaginer  une  ligne  longue 
de  7 pieds , perfonne  ne  doutera  qu’ü  né 
T oms  I,  ' * ~ D •' 


# 
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foit  poflible  de  divifer  cette  ligne  en  3 par- 
ties égales , & de  fe  faire  une  idée  de  la 
longueur  d’une  de  ces  parties. 

69. 

Puis  donc  qu’on  peut  fe  faire  une  idée 
nette  du  quotient  qu’on  obtient  dans  des 
cas  femblables,  quoique  ce  quotient  ne 
foit  pas  un  nombre  entier,  on  fe  trouve 
conduit  par-là  à considérer  une  efpece  par- 
ticulière de  nombres , qu’on  nomme  frac- 
tions ou  nombres  rompus . 

L’exemple  allégué  en  fournit  une  preuve. 
S’il  s’agit  de  divifer  7 par  3 , on  fe  repré- 
fente facilement  le  quotient  qui  doit  en  , 
réfulter , & on  l’exprime  par  j -,  en  mettant 
le  divifeur  fous  le  dividende , & en  fépa* 

rant  les  deux  nombres  par  un  trait. 

. / ’ * ' * • 

1 

' 70. 

Ainfi  quand  en  général  le  nombre  a doit 
être  divifé  par  le  nombre  b , on  indique  le 
quotient  par  jt  àc  on  appelle  cette  façon 


Digitized  by  Google 


£>’  à t g e s it  e:  y r 

de  s’exprimer,  une  fraSion.  On  ne  peut 
donc  donner  mieux  une  idée  d’une  fra£Kon 
j , qu’en  difant  qu’on  indique  de  cette  ma- 
niéré le  quotient  qui  provient  de  la  divifion 
du  nombre  fupérieur  par  le  nombre  infé- 
rieur. Il  faut  l'e  fouvenir  aufli  que  dans 
toutes  ces  frariions  le  nombre  inférieur  le 
nomme  le  dénominateur , & que  celui  qui 
eft  au  - deffus  du  trait  s’appelle  le  numé- 
rateur, 

V:  ■ 

Dans  la  fraBion  citée , . j , qu’on  pro- 
nonce fept  tiers , 7 eft  donc  le  numéra- 
teur , & 3 eft  le  dénominateur. 

Il  faut  de  même  prononcer 
deux  tiers;  trois  quarts  ; 

| , trois  huitièmes  ; ^ , douze  centièmes  ; 
mais  ~ fe  prononce  un  demi , & non  pas 
un  deuxieme. 


Afin  de  parvenir  à une  connoiftance  plus 
parfaite  de  la  nature  des  fra&ions , nous 

D a* 
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4 r*  | 

commencerons  par  confidérer  le  cas  oii 
le  numérateur  eft  égal  au  dénominateur, 
comme  dans  Or  puifqu’on  indique  par- 
là  le  quotient  qu’on  obtient , quand  on  di- 
vite  a par  a , il  eft  clair  que  ce  quotient 
eft  exadement  l’unité,  & que  par  confë- 
quent  cette  fradion  a-  vaut  autant  que  i , 
ou  un  entier  ; il  s’enfuit  de  plus  que  toutes 
les  bradions  qui  fuivent  : 

1 3 ± S 6 7 £ Qrr  ' 

a » J»  4>7»6»  8» 

font  toutes  égales  en  valeur  l’une  à l’autre , 
valant  chacune  i , ou  un  entier.  * * • 

73-  ■ 

Nous  venons  de  voir  qu’une  fradion  qui 
a le  numérateur  égal  au  dénominateur,  vaut 
l’unité.  Il  faut  donc  que  toutes  les  fradions 
(dont  les  numérateurs  font  plus  petits  que 
les  dénominateurs,  aient  une  valeur  moindre 
que  l’unité.  Car  fi  j’ai  un  nombre  à divifçr 
par  un  autre  qui  eft  plus  grand  , il  me 
vient  néceffairement  moins  qùë  i : une 
ligne,' par  exemple , de  deux  pieds  de  long. 


( 


Digitized  by  Google 


JD  * A L G E B R E.  ÇjJ 

devant  être  coupée  en  trois  parties,  une 
feule  de  ces  parties  fera  fans  contredit  plus 
courte  qu’un  pied  ; il  eft  donc  évident  que 
| eft  plus  petit  que  i , & cela  par  la  même 
raifon  que  le  numérateur  2 eft  plus  petit  que 
le  dénominateur  t. 


74- 


mC 

'T 


Si  le  numérateur  eft  au  contraire  plus 
grand  que  le  dénominateur  , la'  valeur  dé 
là  fra&ion  eft  plus  grande  que  l’unité.  C’eft 
ainft  que  * vaut  plus  que  1 ; car  \ eft  autant 

■ « . ' > _>  . j 

que  - & encore  Or  \ eft  autant  que  ,1^ 

par  conféquent|- vaut  1 j c’eft  - à - dire^ 
un  entier  & encore  un  demi.  De  même 

■ - rn  . Ti  i > < . 1 i ,•  r 

j valent  1 ~ valent  ip fy  \ valent  1 j. 

Et  en  général  il  fuffit  dans  ces  cas  de  di- 
vifer  le  nombre  fupérieur  par  Tinférieur  , 

& de  joindre  au  quotient  une  fraêHon-, qui 
ait  le  réftdu  pour  numérateur  , & le  divj- 
iêurpûur  dénominateur.  Si  la  fraêlion  don- 
née étpit,  pat.  exemple , £ , on  auroit  aji 
jouent  >.,.&7,pour  «fidu 

D j /J*-»  %\ 


cr: 
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concluroit  que  eft  la  même  chofe  que 


75- 

On  voit  par-là  comment  les  fraêHons, 
dont  les  numérateurs  furpafïent  les  déno- 
minateurs , fe  réfolvent  en  deux  membres, 
l’un  defquels  eft  un  nombre  entier , & l’autre 
un  nombre  rompu  , dont  le  numérateur  eft 
plus  petit  que  le  dénominateur.  On  nomme 
ces  fra&ions , qui  contiennent  un  ou  plu- 
fieurs  entiers , des  fractions  impropres  par 
'oppofition  aux  fraéïions  réelles  ou  propre- 
ment dites , qui  ayant  le  numérateur  plus 
petit  que  le  dénominateur,  font  moindres 
que  l’unité  ou  qu’un  entier.  1 * 


On  a coutume  de  fe  faire  une  idée  de 
la  nature  des  frayions  encore  d’une  autre 
maniéré , qui  éclaircit  affez  bien  la  chofè. 
Si  l’on  confîdere , par  exemple  , la  fra&ion 
J,  il  eft  évident  quelle  eft  trois  fois  plus 

- ; / 
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grande  que  Or  cette  fraction  ^ fignifie 
que  C\  V on  partage  i en  4 parties  égales , 
ce  fera-U  la  valeur  d'une  de  ces  parties; 
il  eft  donc  clair  qu’en  prenant  enfemble 
3 de  ces  parties , on  aura  la  valeur  de  la 
fra&ion  J. 

On  peut  conftdérer  de  la  même  maniéré 
toute  autre  fraftion  , par  exemple  , £ ; fi 
l’on  partage  l’unité  en  1 2 parties  égales , 
7 de  ces  parties  équivaudront  à la  fraéïion 
propofée,  . . . 


77-  •• 

C’eft  aufîi  à cette  maniéré  de  reprélên- 
ter  les  fra&ions , que  les  dénominations 
fufdites  de  numérateur  & de  dénominateur 
doivent  leur  origine.  Car , comme  dans  la 
fra&ion  précédente  ^ , le  nombre  qui  eft 
fous  le  trait  indique  que  c’eft  en  1 2 parties 
que  l'unité  doit  fe  diviler;  par  conféquent, 
comme  il  défigne  ou  nomme  ces  parties  , 
on  ne  l’a  pas  nommé  fans  raifon  Le  dénomi- 

» s 

nateur. 

• * • j • . T 

' U 4 
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• » « f ’ , 

De  plus,  cojnme  le  nombre  fupérieur, 
lavoir  7 , indique  que  pour  avoir  la  valeur 
de  la  fraélion  il  faut  prendre  ou  ralTembler 

1 * 1 « 1 . 

7 de  ces  parties  , & que  par  conféquent 
il  les  compte  pour  ainlî  dire , on  a jugé  à 
propos  de  nommer  ce  nombre  qui  eft  au- 
deffus  du  trait , le  nu  me  raie  ur. 

' ' . r ' '■  i .•  . : 

..'.78 

Puifqu’il  eft  aifé  de  comprendre  ce  que 
c’eft  que  - , quafid  on  fait  ce  que  lignifie  ~ * 
nous  pouvons  confédéré  r les  fraélions  dont 
le  numérateur  eft  l’unité , comme  faifant  le 

» | * '*  , f r»  ^ f-  ■ 

fondement  de  toutes  les  autres.  Telles  font 
les  fraéfions 

1 * 1 1 i-  ' t ' i ■ 1 . ^ 

£ > 3 4 » 7 ’ 6 » 7 HT  y ïô  > 7î  » 12  » 

6 il  faut  remarquer  que  ces  fraéftbns  vont 
toujours  en  diminuant  ; car  plus  vous  divifèî 
\m  entier , ou  plus  le  nombre  dés  parties  que 
vous  en  faites  eft  grand , plus  au  contrairè 
chacune  de  ces  parties  devient  petite.  C’eft 
ainfi  que  ~ell  plus  petit  que  ~ ; que^plus 
petit  que  ^ & ~-a  plus  petit  que 
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• '*  79.  V . 

f . 

On  a vu  que  plus  on  augmente  le  dê*.. 
dominateur  de  pareilles  frayions , & plus 
leurs  valeurs  deviennent  petites.  On  pour- 
roir  donc  demander  s’il  ne  feroit  pas  poflible 
de  faire  ce  dénominateur  (î.grand , que  la 
fraêUon  fe  réduisit  à rien  ? Nous  répon- 
drons que  non  j,  car.  en  combien  de  parties, 
innombrables  même  , que  vous  divifîeç 
l’unité  ; par  exemple,  la  longueur' d*uft 
pied , ces  parties  ne  laifleront  pas  de  con- 
iêrver  une  certaine  grandeur,  & ne  feront 
par  conféquent  jamais  abfofument  rien.  . 

••  ; ’i  - . -r  . . . t 

■*!•  80.  ’ -•>  ; 


Il’eft  vrai  que  fi  l’on  divife'  la  longueur 

• 1 ‘ ijJLt  w 1 

d un  pied  en  1000  parties,  par  exemple; 

. u-jJ  .*  , , c 

ces  parties  ne  tomberont  plus  facilement 

feus  nos  (ens.  Mais  regarde  z-ïds  par  un  bon 
jnictofcope  r elles  pnroîrrorit  aflei:  grandes 
pour  pouvoir  être  divifée's  éneore  en  ioô 
parties  & davantage. 
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divifîon  du  dividende  i par  le  divifèur  oo  . 
Or  nous  lavons  qu’en  divifànt  le  dividen- 
de 1 par  le  quotient  qui  eft,  comme 
nous  avons  vu  , autant  que  o , on  retrouve 
le  divifeur  00  *■:  voici  donc  unê  nouvelle 


notion  de  l’infini  que  nous  acquérons  ; nous 
apprenons  qu’il  provient  delà  divifion  de  t 
par  o j & Ton  eft  par  conféquent  fondé  à 
dire , que  1 divifé  par  o indique  un  nombre 
infiniment  grand  ou  00.  jri  r.- v . • > 

.•uis.-.-v  il)  . q*  p .q-  .•  •!*■  . 

• • »«  •%  -t  . •».«#.  . • » 


e 1 


Il  eft  nécefTaire  encore  ici  de  difliper 
l’erreur  allez  commune  de  ceux  qui  pré- 
tendent qu’un  infiniment  grand,  n’eft  pas 


/ufcçptibie  d’augmentation.-^  ... 

Cette  opinion  ne  lauroit  fublifter  avec 
^tes  principes  fçdides  que  nous  venons  d’éta- 
blir; car  lignifiant  un  nombre  infiniment 

I Ci 

.gFand , & - étant  inconteftablement  le  dou- 


ble de  r- , jleft  clair  qu’uri  nombre  * 
que  infiniment  grand , peut  devenir  encore 
jjJeyx  ou.plufteurs  fois  plùs'^rand.  . . 
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CHAPITRE  VIII. 

i , 

• . i , 

Des  propriétés  des  fractions. 

J^î  o u s avons  vu  plus  haut  que  chacune 
des  fraôions,  i 

' , , i 

I 1 £ 1 « I * ,&c  , 

aïj>4»5>6»7>8>  txc*  * 1 

fait  un  entier,  & que  par  conféquênt  elle! 
font  toutes  égales  entr’elles.  La  même  éga- 
lité régné  dans  les  fraélions  qui  fuivent , 

^ 1 - * K * . • 

a 4 i 8 ™ .££  «rr 

5*6* 

chacune  d’elles  faifant  deux  entiers  ; car 
le  numérateur  de  chacune  divifé  par  fon 
dénominateur , donne  i.  De  même  toutes 
ces  fractions 

’ . •,  * * » 

l 6 2 1^11  f?  - V-J 

i * ï > 3»  4»  OCC* 

font  égales  entr’elles, 
pour  valeur  commune. 


• - » • » 

puifqu’elles  ont  y 


$4 


JE  L à M R'K  3, 
88. 


Nous  avons  vu  que  toute  fraction  peut 
être  repréfentée  fous  une  infinité  de  formes , 
dont  chacune  contient  la  même  valeur  -f  & 
il  eft  indubitable  que  de  toutes  ces  formes, 
c éft  celle  qui  fera  compofée  des  plus  petits 
nombres  , dont  on  faifira  le  mieux  la  ligni- 
fication. Par  exemple  , on  pourroit  mettre 
au  lieu  de  \ les  frayions  fuivantes , 

' 4 C 8 £ Il  Zrr 

ï ? J » ' 18  » ■ • * ’ < 

mais  il  n’eft  pas  douteux  que  | ne  (oit  tou- 
jours de  toutes  ces  exprefiions  pelle  dont 
il  eft  le  plus  facile  de  fe  faire  une  idée. 
11  fe  préfente  donc  ici  la  queftion  comment 
une  fra&ion , comme  — , qui  n eft  pas  ex- 
primée par  les  plus  petits  nombres  poflibles, 
peut  être  réduite  à fa  forme  la  plus  iimple 
ou  h.  fcs  moindres  termes , c eft-à-dite  dans 
notre  exemple  , à y . - ; . 

' •’  89.  \ ‘ • ' ' : 

- 11  fera  facile  de  réfoudre  cette  queftion , 
fi  l’on  confîdere  qu’une  fraéfion  ne  laifte 

• * ■ •*  •*  1:  *p3f 
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pas  de  confèrver  fa  valeur , quand  on  mul- 
tiplie fes  deux  termes  , ou  fon  numérateur 
& fon  dénominateur  , par  un  même  nom- 
bre. Car  de  là  il  s’enfuit  qu’auffi  en  divifant 
le  numérateur  & le  dénominateur  d’une 
fra&ion  par  un  même  nombre , cette  frac- 
tion doit  conlèrver  la  même  valeur.  Cela 
fe  voit  encore  plus  clairement  par  le  moyen 
de  la  formule  générale  ^ f car  fi  l’on  di- 
vife  tant  le  numérateur  ma  , que  le  déno- 
minateur m b y par  le  nombre  m , on  obtient 
la  fraction  f , laquelle , comme  on  l’a  prouvé 
ci-deffus , eft  égale  à m~b. 

90* 

Afin  donc  de  réduire  une  fraéliori  pro- 
pofée  à fes  moindres  termes , il  s’agit  de 
trouver  un  nombre  par  lequel  tant  le  nu- 
mérateur que  le  dénominateur  puifTe.être 
divifé.  Un  nombre  de  cette  efpece  fe  nomme 
un  commun  divifeur , & aulîi  long-temps 
qu’on  peut  indiquer  un  commun  divifeur 
entre  le  numérateur  & le  dénominateur  f 
Tome  1 « E 
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il  eft  certain  que  la  fraétion  peut  être  ré- 
duite à une  expreffion  plus  petite  j mais 
quand  on  voit  au  contraire  qu’à  l’exception 
de  l’unité  aucun  autre  commun  divifeur 
ne  fauroit  avoir  lieu  , c’eft  {igné  que  la 
fraction  fe  trouve  déjà  fous  la  forme  la 
plus  firaple  qu’il  eft  poflible. 

91* 

Pour  rendre  ceci  plus  clair , confidérons 
la  fra&ion  Nous  voyons  d’abord  que 
les  deux  termes  le  divifent  par  2 , & qu’il 
en  réfulte  la  fraction  Enfuite  qu’on  peut 
de  nouveau  divifer  par  2 , & réduire  la 
'fraéhon  à ^ & celle-ci  ayant  encore  2 

pour  commun  divifeur , il  eft  clair  qu’on 
peut  la  réduire  à Mais  à préfent  l’on 
s’apperçoit  facilement  que  le  numérateur 
& le  dénominateur  font  encore  divifibles 

N 

par  ) \ faifant  donc  cette  divifton  on  ob- 
tient la  fira&ion  | , laquelle  eft  égale  à la 
fraétion  propofée , & indique  l’exprefîion 
la  plus  {impie  à laquelle  on  puifte  la  ré- 
duise i car  2 & 5 n’ont  que  le  commun 
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divifeur  i , lequel  ne  peut  diminuer  ces 
nombres  davantage. 

92* 

Cette  propriété  qu’ont  les  fractions  , de 
garder  une  valeur  invariable  , foit  qu’ort 
divife  ou  qu’on  multiplie  le  numérateur  & 
le  dénominateur  par  un  même  nombre  * cette 
propriété  , dis -je,  eft  de  la  plus  grande 
importance  & fait  le  principe  fondamental 
de  tout  ce  qu’on  enfeigne  fur  les  fraéfions. 
On  ne  peut  guere  , par  exemple  , ajouter 
enfemble  deux  fraftions , ou  les  fouftraire 
l’une  de  l’autre  , avant  que  , moyennant 
cette  propriété,  on  les  ait  réduites  à d’au- 
tres formes , c’eft-à-dire  à des  expreflions 
dont  les  dénominateurs  foient  égaux.  C’elt 
de  quoi  nous  parlerons  dans  le  chapitre 
fuivant. 

93* 

Nous  finirons  celui-ci  par  la  remarque , 
quon  peutauffi  repréfentertous  les  nombres 
entiers  par  des  fra&ions.  Par  exemple , 6 

E 2 
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eft  autant  que  7,  parce  que  6 divifé  par 
fait  6 ; & on  peut  de  la  même  maniéré 
exprimer  ce  nombre  6 par  les  frayions 
ü à ü ^ & une  infinité  d’autres  qui 

a>3»4*67 

ont  la  même  valeur. 


CHAPITRE  IX. 

JDc  V addition  6*  de  lu  JouJlr uclion  des  Frucfoons, 


94 

I^orsque  les  fraftions  ont  des  dénomi- 
nateurs égaux  , ii  n’y  a aucune  difficulté  à 
les  ajouter  & à les  fouftraire;  car^  + f eft 
autant  que -,  & 7 — fautant  que  On 
n’opere  dans  ce  cas  , foit  pour  l’addition  , 
foit  pour  la  fouftraftion  , que  fur  les  nu- 
mérateurs , & on  met  fous  le  trait  le  dé- 
nominateur commun  j ainfi  % 


7)9. 
V6o  ioo 

M 7 

jo  50 

16  3_ 

2.0  20 
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de  même  j -+-  f font , ou  i , c’eft-à-dire 
Én  euner  -,  Su  - — J-j-  7 font  j , c’eft  -à- 

•4  4*4  4 

dire  rien,  ou  o. 


95. 

Mais  quand  les  fraétions  n’ont  pas  des 
dénominateurs  égaux , il  eft  toujours  pof- 
fible  de  les  transformer  en  d’autres  ffaôions 
qui  aient  un  même  dénominateur.  Par 
exemple  , quand  on  propofe  d’ajouter  en- 
femble  les  fraéfions  - & , il  faut  conlidé- 
rer  que  ~ eft  autant  que  J , & que  ~ équi- 
vaut à | , nous  avons  donc  à la  place  des 
deux  fraclions  propofées  ces  deux  autres* 
dont  la  fomme  fait  Si  les  deux 
fraéfions  étoient  jointes  pajr  le  ligne  moins  , 
comme  l-  — j , on  auroit  1 7—  ^-ou  z* 

Autre  exemple  : Soient  les  fra&ions  pro- 
pofées ; puifque  ^ eft  la  même  chofe 
que  g , on  peut  lui  fubftituer  cette  valeur 
& dire  ^ font 'g'.ou^  | 


Suppofez  qu’on  demande  encore  ce  que 
donnent  J-  & l-  ajoutés  enfembie  , je  dis 
que  c eft  ~ i car  ~ f§it  £ & J fait 


70 
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Il  peut  arriver  qu’on  ait  un  plus  grand 
nombre  de  fraélions  à réduire  à un  même 
dénominateur;  par  exemp.  \ , j,  j,  | , 
tout  fè  réduit  alors  à trouver  un  nombre 
qui  foit  divibble  par  tous  les  dénominateurs 
de  ces  fraélions.  60  eft  ici  le  nombre  qui 
a cette  propriété  , & qui  devient  par  con- 
fëquent  le  dénominateur  commun.  Nous 
aurons  donc  § au  lieu  de  J-  ; ^ au  lieu  de  ~ , 
J1  au  lieu  de 2-;  ^au  lieu  de-,  & -au  lieu 
de  -•  S’il  s’agit  à préfent  d’ajouter  enfemble 
toutes  ces  fractions  g , g , g , £ , g i on 
ne  fait  qu’ajouter  tous  les  numérateurs , & 
on  donne  à la  fomme  le  dénominateur 
commun  60  ; c’eft-à*dire  qu’on  aura  , 
ou  j entiers  & g,  ou  j £•' 

97v 


Tout  iè  réduit  ici,  nous  le  répétons , à 
transformer  deux  fra&ions  dont  les  déno- 
minateurs font  inégaux , en  deux  autres 
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dont  les  dénominateurs  font  égaux.  Pour 
faire  donc  cette  opération  d’une  maniéré 
générale  , foient  } tk  J les  fraftions  propo- 
fées.  Qu’on  multiplie  d’abord  les  deux  ter- 
mes de  la  première  par  d , on  aura  la  frac- 
tion ^ égale  à J ; qu’on  multiplie  enfuite  les 
deux  termes  de  la  fécondé  fra&ion  par  b , 
on  en  aura  une  valeur  équivalente  expri- 
mée par^j  ; & voilà  les  deux  dénominateurs 
devenus  égaux.  Maintenant  Ci  l’on  demande 
quelle  eft  la  fomme  des  deux  fra&ions  pro- 
pofées,  on  peut  répondre  aufîi-tôt  jque 
c’eft  -j-/-  ; & s’il  eft  queftion  de  la  diffé- 
rence, on  dit  qu’elle  eft  S’il  s’agif- 

foit , par  exemple , des  fraéfions  | \ > on 

obtiendroit  à leur  place  ^ & — , dont  la 
fomme  eft-^,  & dont  la  différence  eft 

. 9®-  • 

C’eft  à cette  matière  aufli  qu’appartient 
la  queftion , laquelle  de  deux  fraftions  prd- 
poiees  eft  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ? 
car,  pour  y répondre,  on  n’a  qu’à  réduire 

E 4 ■ 
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«ombres  entiers  & de  fra&ions  ; on  ajou- 
tera d’abord  les  frayions , & fi  leur  fomme 
-fait  un  ou  plufieurs  entiers , on  les  ajoute 
aux  autres  entiers.  Qu’il  foit  queftion  , par 
exemple , d’ajouter  } j & 1 - , on  prend 
d’abord  la  fomme  de  l-  & j-,  ou  de  | & 
Elle  eft  7-  ou  i ^ i donc  la  fomme  totale  eft 


CHAPITRE  X. 


De  la  multiplication  & de  la  divifion 
. des  £ raclions* , 

IOI. 

la  A réglé  pour  la  multiplication  d’une 
fra&ion  par  un  nombre  entier , eft  de  ne 
multiplier  par  ce  nombre  que  le  numéra- 
teur , & de  ne  rien  changer  au  dénomi- 
nateur ; ainfi 

i <•  * 

i fois  - fait  \ ou  i entier  j 

* fois  ~ fait  \ j & 

3 3 ' - 
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} fois  \ fait  \ ou  ; 

4 îois  — fait  — ou  1 — ou  i 
On  peut  cependant , au  lieu  de  cette 
réglé , employer  auffi  celle  de  divifer  le 
dénominateur  par  le  nombre  entier  donné  $ 
& il  eft  bon  de  s’en  fervir , quand  cela  fe 
peut , parce  qu’on  abrégé  par-là  le  calcul. 
Qu’il  s’agiffe , par  exemple  i de  multiplier  | 
par  y j fi  l’on  multiplie  le  numérateur  par 
le  nombre  entier  , oij  obtient  ~ , lequel 
produit  fe  réduit  â Mais  f\  l’on  ne  change 
xien  au  numérateur  & que  l’on  divife  le  dc- 
nominareur  par  le  nombre  entier , on  trouve 
immédiatement  j ou  i j pour  le  produit 
cherché.  De  même  ~ multipliés  par  6 
donnent  ü ou  ri. 

4 4 

-■  ' • 102. 

En  général  donc  , le  produit  de  la  mul- 
tiplication d’une  fraélion  } par  c eft  8e 
on  peut  remarquer  que  quand  le  nombre  en- 
tier eû précifément  égal  au  dénominateur, 
le  produit  doit  être  égal  au  numérateur.  , 
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En  effet 

l-  pris  z fois  donne  i j 
~ pris  3 fois  donne  z -, 
i pris  4 fois  donne  3. 

Et  en  générai , fi  l’on  multiplie  la  fraction  \ 
par  le  nombre  b , le  produit  doit  être  a , 
comme  on  l’a  déjà  fait  fentir  plus  haut  ; 
car  puifque  f indique  le  quotient  de  la  di- 
vifion  du  dividende  a par  le  divifeur  b , & 
qu’on  a démontré  que  le  quotient  multiplié 
par  le  divifeur  doit  donner  le  dividende  » 
il  eft  clair  que  } multiplié  par  b doit  pro- 
duire a.  ■ 

IO3.. 

J Nous  avons  vu  comment  on  doit  mul- 
tiplier une  fraélion  par  un  nombre  entier  , 
voyons  à préfent  aufîi  comment  il  faut 
„divifèr  i^pe  fraftion  par  un  nombre  entier; 
cette  recherche  eft  néceûaire  avant  que 
nous  pallions  à la  multiplication  des  frac- 
tions par  des  fraélions.  Or  il  eft  clair  que 
'ft  j’ai  à divifer  la  fraéiion  \ par  2 , il  doit 
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me  venir  l~  j & que  le  quotient  de  * divifé 
par  3 eft  La  réglé  eft  donc , qu’il  faut 
divifer  le  numérateur  par  le  nombre  entier 
(ans  changer  le  dénominateur.  Ainfi  . • 

^ divifé  par  i donne 

^ divifé  par  3 donne  & 

^ divifé  par  4 donne  , &c. 

IO4. 

Cette  réglé  peut  être  pratiquée  fans  dlf* 
ficulté , pourvu  que  le  numérateur  foit  di* 
vifible  par  le  nombre  propofé  ; mais  fort 
fouvent  il  ne  l’eft  pas  ; il  faut  donc  obferver 
qu’on  peut  transformer  une  fra&ion  en  un 
nombre  infini  d’autres  expreffions , & que 
dans  ce  nombre  il  ne  peut  manquer  d’y 
en  avoir  de  telles , que  le  numérateur  puifte 
être  divifé  par  le  nombre  entier  donné.  S’il 
s’agiffoit , par  exemple , de  divifer  3-  par  2 , 
on  changeroit  la  fra&ion  en  £ , & divifant 
maintenant  le  numérateur  par  2 , on  auroit 
auflî-tôt  | pour  le  quotient  cherché. 

En  général , s’il  eft  queftion  de  divifer 
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la  fra&ion  j par  c , on  la  transformera  en 
celle-ci  ^ , &divifantenfuite  le  numérateur 
a c par  c , on  écrira  pour  le  quotient 
cherché.  * 

IO5. 

Nous  voyons  donc  que  dans  le  cas  où 
une  fraêlion  j doit  être  divifée  par  un  nom- 
bre entier  c , on  n’a  qu’à  multiplier  le  dé- 
nominateur par  ce  nombre , & laiffer  le 
numérateur  tel  qu’il  eft.  Ceft  ainfi  que| 
divifé  par  3 fait  ~ , & que  ~ divifé  par  5 

fait  h 

Ce  calcul  devient  cependant  plus  facile 
quand  le  numérateur  lui-même  eft  divifible 
par  le  nombre  entier  , comme  nous  l’avons 
fuppofé  à l’article  103.  Par  exemple  divifé 
par  3 feroit,  fuivant  notre  derniere  réglé, 
mais  par  la  première  réglé , qui  eft  ap- 
plicable ici , on  a expreflion  qui  équivaut 
à J , mais  qui  eft  plus  funple. 
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IO  6. 

On  fera  maintenant  en  état  de  compren- 
dre comment  il  faut  multiplier  une  frac- 
tion f par  une  autre  fraéfion  j.  On  n’a  qu’à 
confidérer  que  j fignifie  que  c eft  divifê 
par  d\  & en  partant  de  là  , on  multipliera 
d’abord  la  fraéfion  \ par  c , ce  qui  produit 
le  réluliat  ~ ; après  quoi  on  divifera  par  d 
ce  qui  donne  Nous  tirons  de  là  la  réglé 
fuivanre,  que  pour  multiplier  deux  frac- 
tions , on  n’a  befoin  que  de  multiplier  fé- 
parément  les  numérateurs  & les  dénotai-» 

nateurs.  Ainfi  • 

» 

ï par  j donne  le  produit  \ ou  j-  j 
\ pari  foi,  l . & 
i par  f,  produit  ou  i , &c. 

IO7. 

Il  nous  refte  à montrer  comment  on  doit 
divifer  une  fraftion  par  une  autre.  11  faut 
remarquer  d’abord  que  fi  les  deux  fra&ions 
ont  le  même  nombre  pour  dénominateur  , 
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la  divHïon  n’a  lieu  qu’à  l’égard  des  numé- 
rateurs ; car  il  eil  évident , par  exemple  , 
que  - font  contenus  autant  de  fois  dans  ^ i 
que  3 l’eft  dans  9 , c’dV  à-dire  , 3 fois  -,  & 
pareillement  pour  divifer  ~ -par  ^ , on  n’a 
qu’à  divifer  8 par  9 , ce  qui  donne  On 
aura  de  même  — en  — , 3 fois  ; -7~  en  , 7 

20  ÎO  7 ^ 7 lOO  IOO  * / 

fois  j ^ en  1 , ^ , &c- 

108. 

Mais  quand  les  fra&ions  n’ont  pas  leurs 
dénominateurs  égaux  , il  faut  avoir  recours 
à la  maniéré  dont  nous  avons  dit  qu’on 
les  réduifoit  au  même  dénominateur.  Qu’oit 
ait , par  exemple  , la  fraâion  £ à divifer 
par  la  ffa&ion  \ , on  les  réduira  d’abord  au 
même  dénominateur  , & l’on  aura  ~ à di- 
vifer par  ^ ; & il  eft  clair  à préfent  que 
le  quotient  doit  être  indiqué  iimplement 
par  la  divifion  de  ad  par  bc  ; ce  qui  donne 

a d 

Te' 

Voici  donc  la  réglé  : il  faut  multiplier 
le  numérateur  du  dividende  par  le  dénomi- 
nateur 
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nateur  du  divifeur , & le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  divifeur  $ 
le  premier  produit  fera  le  numérateur  du 
quotient , & le  fécond  produit  fera  fou 
dénominateur, 

IO9.  - 

Ainfi  , en  fuivant  cette  réglé  pour  divi- 
fer  | par  | , on  aura  le  quotient  ~ ; la  di. 
vifion  de  ~ par  ~ produira 6-  ou  \ , ou  1 & l-  j 
& celle  de  ^ par  ^ donnera  ou  i. 

40  * 6 . 2AQ  S 

« • • A * 

• 1 10. 

, • • • 

On  a coutume  auffi  de  préfenter  cette 
réglé  pour  la  divifion  d’une  maniéré  plus 
facile  à retenir,  que  voici  : Si  l’onrenverle 
la  fra&ion  par  laquelle  il  s’agit  de  divifer, 
de  façon  que  ’ le  dénominateur  fe  mette 
à la  place  du  numérateur , & que  celui-ci  ‘ 
s’écrive  fous  le  trait , & qu’enfuite  on  mul- 
tiplie la  fraftion  , qui  eft  le  dividende  , par 
cette  fraÔion  renverfée*  le  produit  fera  le  : 
quotient  cherché.  Ainii  ~ divifé  par  \ eft* 
autant  que  - multiplié  par-,  ce  qui  fait  - ou 

Tome  /,  F 
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nous  avons  établis  plus  haut  pour  les  nom- 

•  *  * • 

bres  entiers.  Ainfif  -|~  l-  multiplié  par  — , 
fait  — \ j & — - multiplié  par  — ± , donne' 
4-  De  plus  — \ divifé  par -f  - f , fait — ^ 5 
& — \ divifé  par  — l , fait  + £ ou  + i / 

r-'  - -■ 

; - CHAPITRE  XI. 


Des  Nombres  quarrés. 


1 1 5- 

IjE  produit  d’un  nombre  multiplié  par 
le  même  nombre , fe  nomme  un  quarré  ; 
& par  cette  raifon  on  appelle  racine  quarrée 
ce  nombre  conlidéré  relativement  à un  tel 

• • . » i t * 

• . . 

Par  exemple , quand  on  multiplie  1 1 
par  1 1 , le  produit  1 44  ell  un  quarré  dont 
la  racine  eft  1 2. 

Le  fondement  de  cette  dénomination  eft 
pris  dans  la  Géométrie , où  l’on  trouve  le 
contenu  d'un  quarré  en  multipliant  fon  côté 
par  lui-même. 


produit 
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1 1 6. 

Tous  les  nombres  quarrés  Ce  trouvent 
donc  par  la  multiplication  ; c’eft-à-dire , 
en  multipliant  la  racine  par  elle-même. 

C’eft  ainfi  que  i eft  le  quarré  de  i , parce 
que  i multiplié  par  i fait  i ; & pareille- 
ment , que  4 eft  le  quarré  de  i , & 9 lé 
quarré  de  3 ; que  2 eft  la  racine  de  4 , 
& 3 celle  de  9.  * • 1 *»*■*• 

Nous  conlidérerons  en  premier  lieu  les 
quarrés  des  nombres  naturels , & nous  don- 
nerons d’abord  la  petite  table  qui  fuit , dans 
laquelle  plufteurs  nombrës  ou  racipçs  fe 
trouvent  fur  la  première  ligne , & leurs 
quarrés  fur  la  fécondé  (*).'  ° , ‘ ' V J> 


(?Nombresj  i|  a|  ^1  si  fl  l\  6^9)  Ttof  iij  n|  13  I 
|Quarré$|  i|  4)  ^1 1 61^5 }36],4<>|64ig 1 1 toç| ig. i|  144)  169  I 

(*)  Nous  avons  des  tables  très  - çompîettes  pour  les 
quarrés  des  nombres  naturels  , publiées  fous  le  titre  de 
Tetraçonometria  Tabulant , &c.  aufîorc  J.  Jobo  X.U  6oi.ro • 
Aæfle'odao»  1690  , in- 4.*" Ces  tables  vont  depuis  I 

F:  . * » 1 * 
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«7- 

- On  remarquera  d’abord  fans  peine  dans 
ces  nombres  quarrés  rangés  ainfi  par  ordre , 
une  belle  propriété  ; à lavoir  que  , fi  l’on 
fouftrait  chacun  de  ces  quarrés  de  celui  qui 
fuit  immédiatement , les  relies  augmentent 
toujours  de  z , & forment  la  fuite  que 
voici:  . 

ç * • * a t ^ «J  » • 

3 * 5 * 7j  9 > 1 1 > *3  > * f > !7>  19,11 , &c. 

qui  eft  celle  des  nombres  impairs.. 

' < ii  8. 

!■  * .v  , _ • : , 

Les  quarrés  des  fra&ions  fe  trouvent 

V ' • t *r  ,f  *V  •'  a. . ■ . ' * • 

pareillement , en  multipliant  une  fra&ion 
donnée  par  elle-même.  Par  exemple , le 
quarré  de  l-  eft  J , & 

: • j a pour  quarré  j ; 

* 3 i . 

i 3 • : 9 * 

jufqu’â  100000  , non-feulement  pour  trouver  ces  quarrés  , 
mais  auffi  les  produits  de  deux  nombres  quelconques 
moindres  que  ioooco  \ fans  parler  de  différens  autres 
ufages  qui  font  détaillés  dans  l’Introdu&ion  qui  eft  à la 

tête  de  l’Ouvrage. 

t.  * 
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- a pour  quarré  ^ ; 

\ — , & ainfi  de  fuite. 

On  voit  aflez  qu’il  fuffit  de  divifer  le 
quarré  du  numérateur  p3r  le  quarré  du 
dénominateur  , & que  la  fra&ion  qui  ex- 
prime cette  divifion,  doit  être  le  quarré 
de  la  fra&ion  donnée.  C’eft  ainfi  encore^ 
que  ~ eft  le  quarré  de  l i & réciproque- 
ment que  ~ eft  la  racine  de  r 

1 19. 

Quand  on  veut  trouver  le  quarré  d’un 
nombre  mixte , ou  compofé  d’un  nombre 
entier  & d’une  fra&ion  , on  n’a  qu’à  : le 
réduire  à une  feule  fra&ion  , & prendre 
enfuite  le  quarré  de  cette  fraétiom  Qu’il 
s’agiffe , par  exemple , de  trouver  le  quarré. 
de  1 j i on  exprimera  d’abprd  ce  nombre 
par  & prenant  le  quarré  r de  cette  frac- 
tion , on  a^  ou  6'-  pour  4 valeur  du  quarré> 
de  2 Dç  mêUie  pour  préndre  le  qoarté> 
de  y -y  qo  i-  eft  autant  que  'j-y  donc  * 

fon  quarré  eft  égal  à ~ , ou  à 1 o & Voici- 

F 4 
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pour  chaque  quart  d’augmentation  les  quar- 
rés  des  nombres  compris  entre  j & 4. 


Nombres 

3 

37 

3 1 

ü 

4 

Quarrés 

9 

‘0.-6 

1 6 

On  peut  conclure  de  cette  petite  table , 

que  fi  une  racine  contient  une  fra&ion  , 
fon  quarré  ne  manque  pas  d’en  contenir 

une  auflî.  Soit , par  exemple,  la  racine  1 £ ; 
fon  quarré  eft  7^  , ou  2 7^  ; c’eft-à-dire  ua 
peu  plus  grand  que  le  nombre  entier  2. 

-î— ' ' ' ' 120. 

> Paflons  aux*  exprefiions  générales.  Quand 
là  racine  eft  a , le  quarré  doit  être  aa  y fi* 
la  racine  eft  1 a , le  quarré  eft  4 aa  y ce 
qui  donne  à connoître  qu’en  doublant  la 
racine,  le  quarré  devient  4 fois  plus  grand. 
De  même,  fi  la  racine  eft  jà  y le'quarré 
eûyaa,-  & fi  la  racine  eft  %'d , le  quarré 
eft  i6<w.  Mais  fi  la  racine  eft  ui , le  quarré 
eft  aabb  y & fi  la  racine  eft^oéc  ÿ le  quarré 
eft  aabbcc . » j jh  v..  ■ . 

} • l ^ 

r 

..  1 
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1 21.  1 

. » * 

Ainfi , quand  la  racine  eft  compofée  de 
deux  ou  de  plufieurs  fa&eurs , il  faut  mul- 
tiplier enfemble  leurs  quarrés  ; & récipro- 

> - * - ' * 

quement , fi  un  quarré  eft  compofé  de  deux 

ou  de  plufieurs  faveurs , dont  chacun  eft; 
un  quarré  , on  n’a  qu’à  multiplier  enfemble; 
les  racines  de  ces  quarrés , pour  avoir  la 
racine  complette  du  quarré  propofé.  Ainfi / 
comme  2304  eft  autant  que  4.16.36  , la 
racine  quarrée  en  eft  2.4.6  ou  48  } & en 
effet  48  fe  trouve  être  là  racine  quarrée  - 

de  2304  , parce  que  48.48  fait  ,2304. 

* * 


Voyons  aujfïi  ce  qu’il  faut  observer  dans 
cette  matière  à l’égard  des  lignes  -|-  & — . 
Et  d’abord  il  eft  clair  que  fi  la  racine  a 
le  ligne  -j- , c’eft-à-dire  qu’elle  eft  un  nom-- 
bre  pofitif,  fon  quarré  doit  néceflairement; 
être  de  même  un  nombre  pofitif  , parçes 
^ue  -j-  par,  + fe»*1  + : le  quatre  de  -J -a. 
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fera  -}-  aa.  Mais  fi  la  racine  eft  un  nombre 
négatif,  comme  — a , le  quarré  n’en  de- 
vient pas  moins  pofitif , puifqu’il  eft  -j-  aa; 
nous  pouvons  donc  conclure  que  aa  eft 
le  quarré  tant  de  -\-a  que  de  — r-  a,  & que 
par  conféquent  on  peut  indiquer  pour  tout 
quarré  deux  racines , l’une  pofitive  8c 
lfâutre  négative.  La  racine  quarrée  de  2 5 , 
par  exemple , eft  également  5 & — 5 , 
parce  que  — j multiplié  par  — 5 donne 
ij  auflï  bien  que  -j-  5 par  — 5- 


C HA  PITRE  XIL 

Des  Racines  quarrees  & "des  Nombres  irra - 
l;  ’ tionnels  qui  en  réf attenté 

7.  • :■  : i2î-  ;.i' 

E que  nous  avons  dit  dans  le  chapitre 
précédent  revient  principalement  à ceci  : 
Qüe  la  racine  quarrée  d’Un  nombre  pro- 
pofé  n’eft  autre  choie  qu’ua  nombre  tel 
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que  fon  quarré  foit  égal  au  nombre  pro- 
pofé  , & qu’on  peut  mettre  devant  ces 
racines  tant  le  ligne  pofitif  que  le  ligne 
négatif. 

124. 

Ainli  quand  un  nombre  propofé  eft  un 
quarré , & qu’on  a retenu  dans  la  mémoire 
un  nombre  lulfifant  de  nombres  quarrés  , 
il  eft  facile  de  trouver  la  racine  de  celui 
qui  eft  donné.  Si  c’eft  19 6 , par  exemple, 
qui  fort  ce  nombre  propofé  , on  fait  que 
fa  racine  quarrée  eft  14. 

On  traite  de  même  avec  facilité  les 
fraffions  : il  eft  clair , par  exemple , que 
eft  la  racine  quarrée  de  ^ ; on  n’a  , pour 
s’en  convaincre , qu’à  prendre  la  racine, 
quarrée  du  numérateur  , &r  celle  du  déno- 
minateur. ...  • 

* • - »,  f . - • . * 4 

. Si  le  nombre  propofé  eft  un  nombre 
mixte  , comme  j.z  - , on  le  réduira  à une 
feule  fra&ion  , laquelle  eft  jtci  ^ , & on 
verra  fur  le  champ  que  c’eft  \ ou  3 j , qui 
doit  être  la  racine  quarrée  de  1 2 
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Mais  quand  le  nombre  propofé  neft  pas 
un  quarré , comme  1 z par  exemple  , il 
n’eft  pas  poflible  non  plus  d’en  extraire  la 
racine  quarrée , ou  d’indiquer  un  nombre 
tel  que  , multiplié  par  lui-même  , il  donne 
lè  produit  1 2.  Ce  que  nous  favons  cepen- 
dant , c’eft  que  la  racine  quarrée  de  1 1 
doit  être  plus  grande  que  3 , parce  que  3.3 
ne  font  que  9 * & plus  petite  que  4 , parce 
que  4.4  font  16,  c’eft- à-dire  plus  de  11. 
Nous  favons  même  aufli  que  cette  racine 
eft  plus  petite  que  3 ; car  nous  avons  Vu 

que  le  quarré  de  3 ou  \ eft  1 2 Enfin' 
nous  pouvons  déterminer  cette  racine  d’une 
maniéré  encore  plus  approchée , en  la  com- 
parant avec  3 ; car  le  quarré  de  3 ^ ou 

de  []  eft  ~ ou  1 1 & ^ , par  conféquent 
cette  fraftion  eft  encore  un  peu  plus  grande 
que  la  racine  qu’on  demande  ; mais  de  très- 
peü  , puifque  les  deux  quarrés  ne  different 
entr’eux  que  de  ■ ' - • ’ • * 
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126. 

On  pourroit  foupçonner  que  puifque  3 ~ 

♦ • • • * 

& 3 ~ font  des  nombres  plus  grands  que 
la  racine  de  1 1 , il  leroit  poflible  d’ajoutei? 
à 3 une  fra&ion  un  peu  plus  petite  que  y,. 
& préciféjnent  telle  que  le  quarré  de  la 
fomme  fût  égal  à 12. 

Eflayons  donc  avec  3 ’ , puifque 3-  eft  un 
peu  moindre  que  Or  3 | eft  autant  que 
yf  dont  le  quarré  eft  & par  conféquent 
plus  petit  de  — que  le  quarré  de  1 2 , quon 1 
peut  exprimer  par  Il  eft  donc  prouvé*' 
que  3 | eft  plus  petit , & que  3 ^ eft  plus' 
grand  que  la  racine  cherchée.  Eflayons- 
donc  un  nombre  un  peu  plus  grand  que 
3 - , mais  pourtant  plus  petit  que  3 ~ , par*, 
exemp.  3 Ce  nombre  qui  vaut  , a pour  ■ 
quarré  Or  en  réduifant  1 1 à ce  déno«*  ; 
minateur  on  trouve  ; il  s’enfuit  donc  que  ' 

3 — eft  encore  plus  petit  que  la  racine  de 
1 1 , à lavoir  de  Subftituons  doné  à ^ la- 
ftaélion  ~ , qui  eft  un  peu  plus  grande , 
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Ces  quantités  irrationnelles , quoiqu’elles 
ne  puiffent  pas  s’exprimer  par  des  fraélions  , 
font  cependant  des  grandeurs  dont  on  peut 
fefaire  une  idée  jufte.  Car  quelque  cachées 
que  nous  paroifle  , par  exemple , la  racine 
de  1 1 , nous  n’ignorons  pas  cependant  que 
c’eft  un  nombre  qui , multiplié  par  lui- 
même  , produit  exa&ement  1 2 ; & cette 
propriété  eft  fuffifante  pour  nous  donner 
une  idée  de  ce  nombre  , d’autant  qu’il  dé- 
pend de  nous  d’approcher  de  plus  en  plus 
de  fa  valeur.  ' 

: 130.  ; ‘ ; 

% 1 ^ , « 

Comme  on  eft  donc  fuffifamment  au  fait 

. « ;*  « • 

de  la  lignification  des  nombres  irrationnels 
dont  il  eft  queftion.,  on  eft  . convenu  d’un 
certain  figue , pour  indiquer  les  racines 
quarrées  des  nombres  qui  ne  font  pas  des 
quarrés  parfaits.  Ce  ligne  a cette  figure  y , 
& fe  prononce  en  effet  racine  quarrée.  Ainli 

1 2 fignifie  la  racine  quarrée  de  12,  ou 

le 
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le  nombre  qui , multiplié  par  lui-même , 
fait  ii.  De  même,  y i indique  la  racine 
quarrée  de  i j y^3  , celle  de  3 ; \/ ~ , la 
racine  quarrée  de  ~ j & en  générai  \/  a 
indique  la  racine  quarrée  du  nombre  a. 
Toutes  les  fois  donc  qu’on  voudra  indiquer 
la  racine  quarrée  d’un  nombre  qui  n’eft  pas 
un  quarré , on  n’aura  qu’à  fe  fervir  de  la 
marque  y/  en  la  mettant  devant  ce  nombre* 

131* 

L’explication  que  nous  avons  donnée 
des  nombres  irrationnels  , nous  met  auffi- 
tôt  fur  la  voie  pour  appliquer  à ces  nom- 
bres les  calculs  ufités.  Car  Tachant , par 
exemple , que  la  racine  quarrée  de  z , mul- 
tipliée par  elle- même  , doit  produire  2 ; 
nous  favons  aufli  que  la  multiplication  de 
\/z  par  y/ 2 doit  produire  néceffairement 
2 i que  de  même  celle  de  y^3  par  y 3 doit 
donner  3 -,  que  y/ 5 par  y 5 fait  ç ; que 
3/ ~ par  \/  j fait  j j & que  généralement 
y/a  mulriplié  par  y/a  produit  a. 

Tome  /.  G 
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132. 

Mais  quand  il  s’agit  de  multiplier  y/ a 
par  \/ b , le  produit  eft  y/ ab  ,•  parce  que 
nous  avons  montré  plus  haut  que  h un 
quarré  a des  faêleurs , fa  racine  doit  être 
compofée  des  racines  de  ces  fa&eurs.  C’eft 
pourquoi  l’on  trouve  la  racine  quarrée  du 
produit  ab  , laquelle  eft  \/ ab , en  multi- 
pliant la  racine  quarrée  de  a ou  \/ a , par 
la  racine  quarrée  de  b , ou  par  \/ b.  Il  eft 
clair  par-là  que  fi  b étoit  égal  à a , on  au- 
roit  y aa  pour  le  produit  de  \/ a par  y/ b . 
Or  y/  aa  eft  évidemment  a , parce  que  aa 
eft  le  quarré  de  a . % 

133. 

S’il  s’agit  de  la  divifion  , & qu’on  ait 
\/a  , par  exemple , à divifer  par  y /b,  on 
obtient  y/  ~ ; & il  peut  arriver  ici  que  dans 
le  quotient  l’irrationalité  s’évanouifle.  C’eft 
ainfi  qu’ayant  à divifer  y/ 1 8 par  y/8  , on 
obtient  le  quotient  y/  ^ , lequel  fe  réduit  à 
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y/| , & par  conféquent  à \ 
|eft  le  quarré  de|. 


r.  99 
, parce  que 


Quand  le  nombre  devant  lequel  on  a 
mis  le  ligne  radical  y/,  eft  lui-même  un 
quarré  , on  en  exprime  la  racine  de  la  ma- 
niéré accoutumée.  Ainft  y/4  eft  autant  que 
y/ 9 autant  que  3 , v/36  autant  que  6 y 
& y/ 1 2 ^ autant  que  \ ou  3 On  voit 
que  dans  ces  cas  l’irrationalité  n’eft  qu’ap- 
parente, & quelle  difparoît  d’elle-même. 


1 3 5* 

11  eft  facile  aufli  de  multiplier  nos  nom- 
bres irrationnels  par  les  nombres  ordinaires. 
Par  exemple  , 2 multiplié  par  y/ 5 fait 
3 fois  y/ 2 fait  3 y / 1.  Dans  ce 
lècond  exemple  cependant , comme  3 eft 
autant  que  y/9  , on  peut  exprimer  auiïi  3 
fois  y/  2 par  y/ 9 multipliant  y/ 2 , ou  par 
y/i  8.  De  même  2 y/a  eft  autant  que  y/ 4 a, 
& 3 y/a  autant  que  y^a.  Et  en  général 

G 2 
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byja  a la  même  valeur  que  la  racine  quar- 
rée  de  bba  ou  \/ abb  ,•  d’où  l’on  inféré 
réciproquement , que  quand  le  nombre  qui 
eft  précédé  du  figne  radical  contient  un 
quarré,  on  peut  prendre  la  racine  de  ce 
quarré  & la  mettre  devant  le  figne  , comme 
on  feroit  en  écrivant  b y/ a au  lieu  de  \/ bba . 
On  comprendra  aifément  d’après  cela  les 
réductions  qui  fuivent  : 

ou  y/ z. 4 eft  autant  que  2 \/ 2 ; 

y 1 1 ou  y/ j. 4 

\ 18  ou  v/2.9 

V24  ou  y 6.4 

Vjiou  y/1.16 

V 75  °u  v J-2* 

13  6. 

La  divifion  eft  fondée  fur  les  mêmes 
principes.  \/ a divifé  par  \/ b , fait  ~6  ou 
v*  Et  pareillement 
~ eft  autant  que  y/*  qu  \/ 4 ou  2 j 
y/—  ou  9 ou  3 > 


* V1> 
3 V/ V 
2 \/6f 

a y/*; 
5 V3i 


^2 

|/i8 

l/^ 

l-'ta 

^3 


\/y  OU  4 OU  2. 
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De  plus 

autant  que  — ou  \/  7 ou  y/x  ; 

■— — ou  1/ - ou  1/ 1 1 

v*  j/j  v j v j 9 

12  1/144  /144  / - 

çr6 VT  ou  y7  ou  1/14 

ou  ^6.4,  ou  enfin  1 y / 6. 

I37* 

Il  n'y  a rien  à remarquer  de  particulier  à 
1 egard  de  l’addition  & de  la  fouftraétion, 
parce  qu’on  ne  fait  que  lier  les  nombres 
par  les  lignes  -}-  & — . Par  exemple , y/ z 
ajouté  à y/3  s’écrit  y/2  -|-  y/3  ; & y/3 
fouftrait  de  y/ 5 s’écrit  \4  — V3'- 

138. 

Enfin  nous  ferons  obfêrver  que  par  op- 
pofition  à ces  nombres  irrationnels , on 
nomme  les  autres  nombres , tant  entiers  que 
fractionnaires , des  nombres  rationnels. 

Ainfî  toutes  les  fois  qu’on  parle  de  nom- 
bres rationnels , on  entend  par-là  des  nom- 
bres entiers , ou  bien  aufïi  des  fraCtions. 

• 4 

— w 

G} 
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CHAPITRE  XIII. 

Des  Q uantités  impojjibles  ou  imaginaires  , 
qui  dérivent  de  la  même  fource. 


139. 

o u s avons  déjà  vu  plus  haut  que  les 
quarrés  des  nombtes  , tant  pofitifs  que  né- 
gatifs , font  toujours  pofitifs  ou  affe&és  du 
ligne  -j-  j ayant  fait  obferver  que  — a mul- 
tiplié par  — a fait  aa  , tout  comme  le 
produit  de  -j-  a par  -f-  a.  C’eft  pourquoi , 
dans  le  chapitre  précédent , nous  avons 
fuppofé  que  tous  les  nombres  dont  il  s’agifi- 
foit  d’extraire  les  racines  quarrées , étoient 
pofitifs. 

140. 

- Quand  il  arrive  donc  qu’il  foit  quefiion 
d’extraire  la  racine  d’un  nombre  négatif, 
on  ne  peut  que  fe  trouver  fort  embarraffé  , 
n’y  ayant  aucun  nombre  aflignabie  dont  le 
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quarté  foit  un  nombre  négatif.  Car  fuppo- 
fez , par  exemple , qu’on  voulût  extraire 
la  racine  de  — 4 , ce  leroit  demander  un 
nombre  tel  que,  multiplié  par  lui- même  , 
il  donnât  — 4 ; or  ce  nombre  cherché  n’eft 
ni  -f-  i ni — 2 , parce  que  le  quarré , tant 
de  -f-  1 que  de  — 2 , eft  4 & non  pas 

— 4- 

141. 

U faut  donc  conclure  que  la  racine  quar- 
rée  d’un  nombre  négatif  ne  peut  être  ni 
un  nombre  pofitif,  ni  un  nombre  négatif, 
puifqu’auffi  les  quarrés  des  nombres  néga- 
tifs prennent  le  ligne  plus.  Par  conféquent 
il  faut  que  la  racine  en  queftion  appartienne 
à une  efpece  tout- à -fait  particulière  de 
nombres  -,  puifqu’elle  ne  peut  être  comptée 
ni  parmi  les  nombres  pofitifs , ni  parmi  les 
nombres  négatifs. 

I42. 

Or  nous  avons  remarqué  plus  haut  que 
les  nombres  pofitifs  font  tous  plus  grands 

G 4 
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que  rien  ou  o.,  & que  les  nombres  négatifs 
font  tous  plus  petits  que  rien  ou  o ; de  façon 
que  tout  ce  qui  furpafle  o s’exprime  par 
des  nombres  pofitifs , & que  tout  ce  qui 
eft  moindre  que  o , s’exprime  par  des  nom- 
bres négatifs.  Nous  voyons  donc  que  les 
racines  quarrées  de  nombres  négatifs  ne 
font  ni  plus  grandes  ni  plus  petites  que  rien. 
Cependant  on  ne  peut  pas  dire  quelles 
foient  o j car  o multiplié  par  o fait  o , & 
par  conféquent  ne  donne  pas  un  nombre 
négatif, 

I43. 

Or  puifque  tous  les  nombres  qu’il  eft 
poffible  de  s’imaginer , font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  o , ou  font  o même , il 
eft  clair  qu’on  ne  peut  pas  même  compter 
la  racine  quarrée  d’un  nombre  négatif  parmi 
les  nombres  poflibles , & il  faut  donc  dire 
que  c’eft  une  quantité  impoflible.  C’eft  de 
cette  façon  que  nous  Tommes  conduits  à 
l’idée  de  nombres  qui  par  leur  nature  font 
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impoffibles.  On  nomme  ordinairement  ces 
nombres  des  quantités  imaginaires  , parce 
quelles  exiftent  purement  dans  i’imagi- 
nation. 

I44- 

Toutes  les  expreffions , comme  y/  — i , 
y/  — 2,  y/  — 3,  \/  — 4,  &c.  font  par 
conféquent  des  nombres  impoffibles  ou 
imaginaires,  puifqu’iis  indiquent  des  racines 
de  quantités  négatives.  Et  c’eft  de  pareils 
nombres  qu’on  foutient  avec  raifon  qu’ils 
ne  font  ni  rien  , ni  plus  que  rien , ni  moins 
que  rien  j ce  qui  fait  principalement  qu’on 
elè  obligé  de  les  déclarer  impoffibles. 

MJ- 

Avec  tout  cela  cependant  ces  nombres 
fe  préfentent  à l’efprit , ils  ont  lieu  dans 
notre  imagination , & nous  ne  laiffons  pas 
d’en  avoir  une  idée  fuffifante  ; puifque  nous 
favons  que  par  \/ — 4 , par  exemple , on 
entend  un  nombre  qui , multiplié  par  lui- 
jaéme , fait  — 4.  C’eft  auffi  pourquoi  rien 
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ne  nous  empêche  d’appliquer  le  calcul  à 
ces  nombres  imaginaires , de  les  em- 
ployer. 

146. 


Notre  première  notion  dans  la  matière 
que  nous  traitons,  eft  que  le  quarré  de 
y/  — 3 , par  exemple  , ou  le  produit  de 
y/ — 3 par  \/  — 3 , eft  — 3 ; que  celui 
de  y/-—  1 par  \/—  1 , fait  — 1 5 & en  gé- 
nérai , qu’en  multipliant  y/  — a par  y/ — a , 
ou  en  prenant  le  quarré  de  \/ — a , on 
obtient  — a. 


M7- 

Maintenant,  comme  — a lignifie  autant 
que  -j -a  multiplié  par  — 1 , & que  la  ra- 
cine quarrée  d’un  produit  fe  trouve  en  mul- 
tipliant enlèmble  les  racines  des  faveurs, 
il  s’enfuit  que  la  racine  de  a 
— i,  ouy — a,  eft  autant  que  y/ a mul- 
tipliée par  y/ — 1 . Or  y /a  eft  un  nombre 
poffible  ou  réel , par  conféquent  ce  qu’il 
y a d’impoffible  dans  une  quantité  imagi- 


multipliée  par 
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naire  , -peut  toujours  fe  réduire  à V-u 
Par  cette  raifon  donc  , autant 

que  V 4 multipliée  par  v — 1 , & autant 
que  2 v/-.,  à caufe  de  y 4 égal  à 2. 
Par  la  même  raifon  V — 9 fe  réduit  à 
V / 9-\/ — 1 , ou  à 3 y — 1 j & \/ — 16 
fignibe  4\/ — 1. 


148. 

De  plus , comme  y/ a multipliée  par 
V b fait  \/ab  y l’on  aura  V 6 pour  la  va- 
leur de  y — 2 multipliée  par  \/  — 3 ; & 
Va  ou  2 , pour  la  valeur  du  produit  de 
V — * par  V — 4*  On  voit  donc  que  deux 
nombres  imaginaires , multipliés  l’un  par 
l’autre , en  produifent  un  réel  ou  poffibie. 

Mais  au  contraire  un  nombre  poffible,; 
multiplié  par  un  nombre  impoffible , donne 
toujours  de  l’imaginaire  : /-)  par  \/+î 
fait  \J—  « 5. 


I49. 

en  eft  de  même  à l’égard  de  la  divi- 
car  V “ divifé  par  V ^ faifant  Vï  % 
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il  eft  clair  que  y/  — 4 divifé  par  3/  — t 
fera  \/ -)-  4 ou  1 ; que  \/+  3 divifé  par 
\/ — 3 fera  y/ — î $ & que  1.  divifé  par 
y — 1 me  donne  y ~ ou  3/ — 1 j parce 

que  1 eft  autant  que  \/+  ** 

% 

150. . 

Nous  avons  obfervé  plus  haut  que  la 
racine  quarrée  d\m  nombre  quelconque  a 
toujours  deux  valeurs  , l’une  pofitive  & 
l’autre  négative  ; que  y 4 , par  exemple , 
eft  également  -j-  2 & — 2 , & qu’en  géné- 
ral on  peut  adopter  — 3/a  comme  y/ a 

pour  la  racine  quarrée  de  a.  Cette  remarque 
a lieu  au/Ti , quand  il  s’agit  de  nombres 
imaginaires  : la  racine  quarrée  de  — a eft 
également  —[-  \/ — a — yj  — a,-  mais 
il  faut  fe  garder  de  confondre  les  lignes 
-f*  & — qui  font  devant  le  ligne  radical  y/9 
& le  ligne  qui  ne  vient  qu’après  cette 
marque  \A 
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1 5 U 

Il  nous  refte  enfin  à lever  le  doute  qu’on 
pourroit  avoir  fur  l’utilité  des  nombres  dont 
nous  venons  de  parler  $ car  en  effet  ces 
nombres  étant  impoffibles  , il  ne  feroit  pas 
étonnant  qu’on  les  crût  tout-à-fait  inutiles 
& l’objet  feulement  d’une  vaine  fpécula- 
tion.  On  fe  tromperoit  cependant  ; le  calcul 
des  imaginaires  eft  de  la  plus  grande  im- 
portance } fouvent  il  fe  préfente  des  quef- 
tions , defquelles  on  ne  fauroit  dire  fur  le 
champ  fi  elles  renferment  quelque  chofe  de 
réel  & de  poffible  ou  non.  Or  quand  la  fo- 
lution  d’une  pareille  queftion  nous  conduit 
à des  nombres  imaginaires , nous  fommes 
certains  que  ce  qu’on  demande  eft  im- 
pofîible. 

Afin  d’éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire  par  un  exemple , fuppofons  qu’on 
propofe  la  queftion  : de  divifer  le  nombre 
1 1 en  deux  parties , telles  que  le  produit 
de  ces  parties  fkffe  40.  Si  l’on  réfout  cette 
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queftion  par  les  réglés  ordinaires , on  trouve 
pour  les  parties  cherchées  6 -}-  \/ — 4 & 
6 — y — 4 } mais  ces  nombres  font  ima- 
ginaires : on  conclut  donc  par  cela  même 
qu’il  eft  impoflible  de  réfoudre  la  queftion. 

On  faifira  facilement  la  différence  , en 
fuppofant  que  la  queftion  eût  été  de  divifer 
12  en  deux  parties  qui,  multipliées  en~ 
fèmble  , fiffent  3 5 ; car  il  eft  évident  que 
ces  parties  fèroient  7 & 5. 


CHAPITRE  XIV.. 

Des  Nombres  Cubiques . 

H!. 

• * t • 

_ * 

u a n D un  nombre  a été  multiplié  trois 
fois  par  lui -même , ou  , ce  qui  revient 
au  même  , que  le  quarré  d’un  nombre  a 
été  multiplié  encore  une  fois  par  ce  nom- 
bre , on  a un  produit  qui  fe  nomme  un 
cube  ou  un  nombre  cubique . C’eft  ainfi 
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que  le  cube  de  a eft  aaa , vu  que  c’eft  ce 
qu’on  obtient  en  multipliant  a par  foi- 
même  , ou  par  a , & enfuite  ce  quarré  cia 
encore  par  a. 

On  voit  par-là  que  les  cubes  des  nom- 
bres naturels  doivent  fe  fuivre  dans  l’ordre 
que  voici  (*): 


* 5 3- 

Si  nous  confidérons  les  différences  de  ces 
nombres  cubiques , comme  nous  l’avons 
fait  pour  les  quarrés , en  fouftrayant  chaque 
cube  de  celui  qui  le  fuit , nous  obtenons  la 
fuite  de  nombres  que  voici  : 

7,  i9>37,  61,91  , 127,  169,217,271; 

nous  ne  remarquons  d’abord  aucune  régu- 

(*)  On  doit  à un  Mathématicien  , nommé  J.  Paul  * 
Buchner  y des  tables  publiées  à Nuremberg  en  1701 , dans  , 
lefquelles  on  trouve  tant  les  quarrés  que  les  cubes  de 
tout  les  nombres  depuis  x jufqu’à  12000, 
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larite  dans  cette  fuite  ; mais  fi  nous  prenons 
les  différences  de  ces  nombres , nous  voyons 
fè  former  la  férié  fuivante  : 

ix,  18,  24  , 30, 3 6 , 42,  48,  j4j 
dans  laquelle  les  termes  augmentent  tou- 
jours évidemment  de  6. 

*54 

Après  la  définition  que  nous  avons  donnée 
du  cube  , il  ne  fera  pas  difficile  de  trouver 
les  cubes  des  nombres  fra&ionnaires  : on 
verra  que  \ eft  le  cube  de  } que  ~ eft 
le  cube  de  1 , & que  ± eft  celui  de  Ç En 
effet  on  n a qu  à prendre  feparément  le  cube 
du  numérateur  & celui  du  dénominateur  , 
on  aura  ^ pour  le  cube  de  la  fraélion  3-, 

■ 1 5 5* 

Si  c’efl  d’un  nombre  mixte  qu’il  s’agit 
de  trouver  le  cube , il  faut  d’abord  le  ré-  ' 
duire  en  une  feule  fraéfion , & procéder 
enfuite  comme  il  a été  dit.  Pour  trouver , 
par  exemple , le  cube  de  1 ~ , il  faut  prendre 

celui 
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celui  de  J , qui  eft  ^ , ou  3 & De  même 
le  cube  de  i i. , ou  de  la  fra&ion  feule  1 1 
eft  îg-  ou  i & g , & le  cube  de  j - ou 

deiieft^,ou34H.- 


156. 

Puifque  a a cl  eft  le  cube  de  a , celui  du 
nombre  a b fera  aaabbb;  d’où  l’on  voit 
que  fi  un  nombre  a deux  ou  plufieurs  fac- 
teurs , on  peut  trouver  fon  cube  en  mul- 
tipliant en/ëmble  les  cubes  de  ces  faôeurs. 
Par  exemple , comme  1 2 eft  autant  que 
3.4,  on  multiplie  le  cube  de  3 , qui  eft  27 , 
par  le  cube  de  4,  qui  eft  64 , & on  obtient 
1728,  cube  de  12.  On  voit  de  plus  que 
le  cube  de  2 a eft  8 aaa , & par  conféquent 
8 fois  plus  grand  que  le  cube  de  a y & de 
même,  que  te  cube  de  3 a eft  z7aaa, 
c’eft-à-dire  qu’il  eft  27  fois  plus  grand  que 
le  cube  de  a. 


1 5 7-  • . ' • 

Faifons  attention  aufli  aux  lignes  -f-  & 
r-b  II  eft  clair  d’abord  que  le  cube  d’un 
Tome  /.  H 


H4  2T'  t è u e à s 
nombre  pofitif-je^ne  peut  qu’être  pofitil  de 
piême;  c’eft-à-dire  +aaa..  Mais  s’il  s’agit 
de  prendre  ,1e  cube  d’un'  nombre  négatif 
— a,  on  verra  qu’en  prenant  d’abofd  le 
quarré  , lequel eil  -j-aa , & multipliant  en- 
fuite  , félon  la  réglé  , ce  quarré  par  — a, 

le  cube  cherché  devient  — da'à.  Ifm’en  eft 

. « * « \ * 

donc  pas,  à cet  égard  , des  nombres  cu- 
biques comme  des  nombres  quarrés  , puis- 
que ceux-ci  fe  trouvent  toujours  pofitifs. 
Le  cube  de  — • i eft  — i , celui  de  — t 
eft  — 8-,celm'del — 3 eft  — 17  ,&  ainft 
de  fuite.  • 


; C H A P I T R E X V. 

Des  Racines  cubiques  & des  Nombres  irra - 
. tionnels  qui  en  dérivent 


D e même  qu’on  peut,  comme  on  a vu, 
trouver  le  cube(  d’un  nombre  :dooné  , jpn 
peut  réciproquement  aufli , étafrt  donné  un. 
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nombre  quelconque  ,-  trouver  le  nombre 
qui , multiplié  trois  fois  par  lui-même  9 
produit  le  nombre  propofé.  Ce  nombre 
cherché  s’appelle  relativement  à l’autre , 
la  racine  cubique,  Ainfi  la  racine  cubique 
d’un  nombre  donné  eft  le  nombre  dont  le 
cube  eft  égal  à ce  nombre  donné. 


1 59- 

• Il  eft  donc  facile  de  déterminer  la  racine 
cubique,  quand  le  nombre  propofé  eft 
réellement  un  cube , comme  nous  en  avons 


vu  des  exemples  dans  le  chapitre  précédent. 
On  fent  bien  que  la  racine  cubique  de  t 
eft  i j que  celle  de  8 eft  i ; que  celle  de 
17  eft  3 j que  celle  de  64  eft  4 ; & ainfi 
de  fuite.  Et  - pareillement , que  la  racine 
cubique  dfe-r-zÿ  eft — 3 * & que  celle 
de  — 115  eft  t—  3.  : .■ -, ..  . . -j 

De  plus , que  fi  le  nombre  propofé  ëft 
rompu,  comme  la  racine  cubique  en 


doit  être.-  ; & que  celle  de  -4-  eft  Enfin , 
que  la  racine  cubique  d’un  nombre  mixte 

H 2 


/ 
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2 ^ doit  être  j ou  i j parce  que  2 ^ eft: 
autant  que 

160.  . . 

Mais  A le  nombre  propofé  n’eft  pas  réel- 
lement un  cube , fa  racine  cubique  ne 
pourra  pas  non  plus  s’exprimer  ni  en  nom- 
bres entiers , ni  en  nombres  fra&ionnaires. 
Par  exemple  , 43  n’eft  pas  un  nombre 
cubique  ; je  dis  donc  qu’il  eft  impoffible 
d’affigner  un  nombre , foit  entier  Toit  frac- 
tionnaire , dont  le  cube  faffe  exa&ement  43. 
Ce  qu’on  peut  affiner  cependant , c’eft  que 
la  racine  cubique  de  ce  nombre  eft  plus 
grande  que  3 > vu  que  le  cube  de  3 ne  fait 
que  27  , & que  cette  racine  eft  plus  petite 
que  4 , parce  que  le  cube  de  4 eft  64.  Nous 
favons  donc  que  la  racine  cubique  cher- 
chée eft  néceffairement  contenue  entre  les 
nombres  3 & 4. 

161. 

' Si  l’on  veut  donc  , puifque  la  racine  cu- 
bique de  43  furpaffe  3^  ajouter  à 3 une 
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fraéHon;  il  eft  sûr  qu’on  pourra  de  plus  en 
plus  approcher  de  la  vraie  valeur  de  cette 
racine  j mais  on  ne  pourra  cependant  ja- 
mais indiquer  de  nombre  qui  exprime 
exa&ement  cette  valeur  ; parce  que  le  cube 
d’un  nombre  mixte  ne  peut  jamais  être 
parfaitement  égal  à un  nombre  entier,  tel 
qu’eft  43.  Si  l’on  fuppofoit,  par  exemple, 
que  3 ^ ou  \ fut  la  racine  cubique  cherchée 
de  43  , on  fe  tromperoit  de  ^ ; car  le  cube 
de  ne  fait  que  3-^  ou  41 

162. 

J * * n ■ 

II  efl  donc  clair  par-là  que  la  racine  cu- 
bique de  43  ne  peut  en  aucune  maniéré 

^ * • ••••  4 * r+ »•,  j m • 

s exprimer  foit  par  des  nombres  entiers, 
foit  par  des  fraftions.  Cependant  on  a une 
idée  difKnêle  de  la  grandeur  de  cette  ra- 
cine j cela  engage  à fe  fèrvir  , pour  l’in- 
diquer, du  ligne  y/ , qu’on  met  devant  le 
nombre  propôfë , & qu’on  prononce  racine 
cubique  , afin  de  la  difiinguer  de  la  racine 
quarrée  , laquelle  on  ne  fait  fou  vent  que 
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nommer  fimplement  racine.  Ainfi  y 4$ 
lignifie  la  racine  cubique  de  43  ^.c’eiï-à-dire  y 
le;  nombre  dont  le  cube  eït  43  ,..ou  qui*,1 
ïnulriplié  trois  fois  par  lui-même  : fait  43. 

• ■>  ; < j".  ■ ■>  .* 

. .!  163.  .'a  v.!.:-*  ::  , 

r ^ * 

II  eft  donc  dair  nuffi  que  de  telles  ex4 

’ *•  • * • « • r . 

prefliofts  ne  peuvent  appartenir;  aux  quan- 
tités rationnelles  qu  ellés  condiment 

plutôt  une'efpece  particulière  de  quantité 
irrationnelles.-  Elles  n’ont  même  rien  dè 

t ' 

commun  avec  les  racines  quarrées , & il 
n’eft  pas  pofïible  d’exprimer  .une  tdle.raçine 
cubique  par  une  racine  quarrée,  comme 
par  exemple  par  \/ 1 2 ; car  ‘ le  quarré 
de  yj  1 2 étant  1 2 fon  cube  fera , 1 2 \/ 12, 
par  conféquent  encore  irrationnel  & tel 
qu’il  ne  peut  être  égal  à 43. 

* - . lù  .'"'J  ■ . 

: • . ..,'.164.  . ..  S 

Que  fi  le  nombre  propofé  eft  un  cube 
réel , nos  expreflions  deviennent;  ration- 
nelles : y/i  efi  autant  que  i j y/ 8 elf  autant 
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que  2 }.|/ i?,  autant  que  3 j>  & en  général 

V t • 

y aàa  autant  que  a.*  ' • •-  , • ; ■ > 

i 9 '•  <s  -165.'  :J  ’ ••'/ 

* 'S’il  étoit  queftion’de  iUoltiplier  une  ra- 
cine cubique  comme  \f  a ypar~une  autre 

3/  3 

comme  yé,  le  produit  doit  être  \/ ab  ; 
car  nous  favons  que  la  racine  cubique  d’un 
ptoduit  ab  fe  trouve  én:  tmrkjpliant  en- 
semble ie&racinès  eu  biques  des  faveurs.  O il 
voit  par  cela;  même  que-s’ii  s’agifioit  de  la 

divifion  de  y/ a par  \/ b ,\é  quotient  feroit 

.•  ‘iiol  ^‘vr:  22b  ;;a 

- ■ b t <.1. 2si l'iyi’jp ïrSino*  !; 

::  • rror£brr  n «sy\.i. • » v j 

r\  * J 9/ 

fT  On  comprend  -suffi  que~i  y à *eft  autant 

que  afloê  que*£  équivaut  à y/%? 

qüe  j\/a  autant  que  \J-  iycPi  :&  b^a 
y . t 

au  tant  que'  y'ii  bhb*  Ainfi  réciproquement  y 

fi  le  nombre  qui  fuit  le  figue  radical  a un 

fafteur  qui  Soit  ùn  rcube m peut  jç  feirfc 

H 4 
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nommer  Amplement  racine.  Aïnfi  \/ 
fignifie la  racine  cubique  de  43  ^.c’ell-à-dijre 
le  nombre;  dont  le  cube  eft  43  ?..ou*qui,' 
ynultiplié  trois  fois  par  lui-même  , fait  43. 


'il  L’1  J4;î' 


' ' ' ; . ; 163. 

?..  * f * • 

Il  eft  donc  clair  nuffi  que  de  telles  ex-i 
■ » r * **  ^ »»  * 
p reliions  ne  peuvent  appartenir  au^-  quan- 
tités rationnelles  qu’ellés  cdhéituent 
plutôt  une  ‘efpece  particulière  de  quantirés 
irrationnelles..  Elles  n’ont  même  rien  dè 

e • + 

commun  avec  les  racines  quarrées , & il 
n’eft  pas  pofïible  d’exprimer, une  telle  racine 
cubique  par  une  racine  quarrée , comme 
par  exemple  par  y 1 2 \ car  Ie  quarre 
île  \/ 1 1 étant  1 2 fon  cube  fera , 1 1 y/i  2, 
par  conféquent  encore  irrationnel  & tel 
qu’il  ne  peut  être  égal  à 43. 

• , 'i  ! ')  K ■ • . - 

Que  A le  nombre  propofé  eft  uo  cube 
réel , nos  exprelfions  deviennent,  ration- 
nelles ; eft  autant  que  i j y/Seû  autant 
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que  2 j autant  que  3 j,  & en  général 
\/aàa  autant  qüe  a.-  " • • - ; ~ : * 

P < : 4'.f  65. ^ :,  J ’ 7 

"S’il  étoit  queftion*  de  tYiohipHer  une  ra- 
cine cubique  icomme  \/ a par^une  ' autre 

3/  *■  3 

comme  y b,  le  produit  doit  être  y1  a b ; 
car  nous  favons  que  la  racine  cubique  d’un 
produit  db  fè  trouve  én  multipliant  en- 
semble iesraciries  eu  biques  des  faveurs.  Ori 
voir  par  ceÜ&.inême  que  s’il  s’agiflbit  de  la 

diviiîon  de  y/ a par  \/ b ,i  le  quotfenticroit 

V ■ *KC'i  c^O-  i'^î  L^rdmonoS  aod;:a: 

" • f c-i.i  jli  221  vp  Jiârnc.  » !i  on.  ...i 
■îu  • .vîqinft  frMH:*.  hr*  \rt  ?.ov-» 

crOn  comprend  «uffi  qu autant 

que  yj que  £ équivaut 

3 3 3 

qüe  3 yj  a cû'  autant  que  b y'  a 

3j  . • t 

auratir qMynb-à^  Ainfi ’^ciproquement 
fi  le  membre  qui  fuit  le  ligne  xadical  a itn  v 
taûeur  qui  foi t- ixn  >cube,  m (peyt  Je  foitfc 

H 4 


Digitized  by  Google 


tîo  * E L.  E M E N S \ 

• \ 
difparoître  en  en  mettant  la  racine  cubiqné 

devant  le  ligne.  Par  exemple  , au  lieu  de 

6 4a  on  peut  écrire  4y/a;  & jy/a  au 

Heu  de  y/ 1 i)a.  ]Q  fuit  de  là  que  y/ 16  eft 

autant  que  a y ^2,  parce  que  16  eft  au- 
tant que  8.2.  . . 

' î'“*  " : V /'  — "l 

r i.  •.  •:  lG7-  . 


Quand  un  nombre  propofé  eft  négatif, 
fa  racine  cubique  n’eft  pas  fujette  aux  diffi- 
cultés que  nous  avons  rencontrées  en  trai- 
tant des  racines  quarrées.  Car  puifque  les 
cubes  dénombrés  négatifs  font  négatifs,  de 
même  il  s’enfuit  qu’auffi  les  racines  cubiques 
de  nombres  négatifs  font  Amplement  néga- 

tives.  AinA  y/ — $ fignifîe  — 1 ,&  y/ — 17, 

eft  autant  que — 3.  Il  s’enfuit  auffi  que 
%/ — 1 2 eft  la  même  chofe  que  — y/ #*, 

& que  y/ — a peut  s’exprimer  par  — y* 
D’où  l’on  voit  que  le  ligne  — , s’il  fe  trouve 
derrière  le  ligne  de  la  racine  cubique , au- 
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roitaufïi  pu  fe  mettre  devant  ce  (igné.  Nous 
ne  fommes  donc  pas  conduits  ici  à des  nom- 
bres impoffibles  ou  imaginaires  , comme 
cela  nous  eft  arrivé  en  coniîdérant  les  ra- 
cines quarrées  des  nombres  négatifs. 


CHAPITR  E.  XV  1.  : :r 

Des  Puijfances  en  général, 

- * ’ i '*  / .J  * •”  '4  î ; ' 

: 1 68. v-i. 

e produit  qu’on  obtient  en  multipliant 
un  nombre  plufieurs  fois  par  lui- même  , le 
nomme  une  puijfance.  Ainfî  un  quarré  qui’ 
provient  de  la  multiplication  d’un  nombre 
par  lui-même , & un  cube  qu’on  obtient,  er* 
multipliant  un  nombre  trois  fois  par  lui- 
même  , font  des  puilTances.  On  dit  aulîî 
dans  le  premier  cas , que  le  nombre  eft 
élevé  au  fécond  degré , ou  à la  fécondé 
puiftance } & dans  l’autre  cas , que  le  nom- 
bre eft  élevé  au  troifieme  degré  ou  à la 
troifieme  puiflance. 
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*'/  -j  i rial  i;q  Pc...  dvi 

on  r b c ;v  i.’ *;!':•>. »r*|  wb  ’r:  *:  ^rr 

C/eft  qu’on  dif^ngue  ces  ^i^ifiances  l’une: 

4f  l’autre'  par  k^oflibre;  de 
nombre  propofé^a.^té. ipiijtigljf.. par ,lriÇ, 
même.  Par  exemple  , un  quarré  fe  nomme 
rT  uTconae  puiüalicëV  parce "qu'un  certain 
nombre  dbnrné  a it!  multiplie  detbl  fèispar 
lui-même»^. .(v.un,  nombre  au^tgrjnultiplié 
trois  fois  par  lui-même , on  nomme  le  pro- 
duit la  troifieme  puiffaride  , laquelle  lignifie 

donc  la  même  chofe  qu’un  cube.  Multiplief 

V - cnîii'fn  f:3  ■•  jii?)  rv:  j.îwr  ;ci  r __5. 

un  nombre  quatre  fois  par  lui-meme , vous 
s , ij  n/l.TÊq  ztorrmsiTniS  end??.  • » j 
aurez  1a  quatrième  pumaqce , ou  bien  ce 
sup  r/ner/p  mi  r 1 . ..  ■>  : 

qu  on  nomme  communément  le  quarré - 
; non  ''în./.;,  1 ..r 

— ne  . ou  le  bi-quarré  : & il  n elt  pas  dif- 
jf’.M'iao  rro  u,*  ..  . ..  ni:  Jo  r ' : ;»•;«« 


quarré 
lis. 


vinuiu  uai  vi  uiiuuiune  • .iiaicui^  • 

• l '<  y .rf  ' ,,  M'  T»  : ■ 

tieme , &c.  puplance  d un  nombre.  J ajoute 
ira  ■ • r . mai 

leulement  que  ces  puiliances  ceflent  apres 
..  1 . F . : , r 

le  quatrième  degré  d’avoir . d autres  noms 

1 • • ° . • j -i-.-.  q 

j^rucu  îers.,^  Qni^fîio  i ns  èvult»  J»j  j>iu 

.02i:Jûiijq  sniJÎHort 
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-Pour  éckiixcir,  tour  cela  .encore  mieux  r 
nous  remarquerons  d’abord  que  les  pruifo 
lances  de  t Teilentcordiauirnent  les  mêmes 
parce  que*  quqlque  nombre  de  fois  qu’onr 
mulripîie  ce  nombre  i par  lui-même  ^kîf 
produit  fe 'trouvé  toujoùrs  êWe  iJI  Noiis 
commencerons  donfc‘ici  par  iftcHÉpier  lés 
puiffances  de  z & de  JXVoici  l’ordre  quelles 
%iyerac,.r 


Puiffances r 

<cv 

~ mrmosrJj 

II.* 

1IL 

EW 

ï . ■_  -lYl.: 

Vit 

•r i *%V"Vr\  r*i 

Jw. 


mm  ■’  Vj^/Jcooi;  ;r$>ç£ 

1 X. 


•:1œ 

2 XH; 
XHL 
XIV/ 

’.'xv; 

XVI. 

xvïr. 

XVili. 


du  Nombre  2 , 


12  Ü 


cO  “ru.;;  - 5*z2 
1QI4- 

■ 11 ab48- 

::  i~»r::4o^6;' 
. ...8191 

, i6384 

./  3*768 

. . -.^w6 

13 1071 
261144 


du  Nombre,  y. 


Z iii:  21^4*1  - 0 ) 


21  87 

il  0>;:5W3tv 

,7r  59°49 
^‘*77*47 
^44* 

. J 5943*3. 

* ,47819^9 

i -i43^9«>7 

119140163- 
387410485» 


u*b 


ht 
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Mais  ce  font  fur-tout  les  puilfances  dir 
nombre  io  qui  font  remarquables;  car  fur 
ces  puiflances  fe  fonde  toute  notre  Arith- 
métique. En  voici  quelques-unes  rangées 
par  ordre , en  commençant  par  la  première 
puiflance  : • 

lL  1 IL  HL  IV.  V.  VL 

- IO,  100,  ICOO,  IOOOO,  IOOOOO,  1*00000,  &c' 


171, 


Si  Ton  veut  maintenant  envifager  la  choie' 
d’une  maniéré  plus  générale,  on  verra  que 
les  puiflances  d’un  nombre  quelconque  a 
fe  fuivent  dans  cet  ordre  : | ,1 

I.  IL  1IL  IV.  V.  i VL 

atKa*t  aaa,  aaaa , aaaaa , saaaaa  , &c. 

Mais  on  ne  tardera  pas  à s’appercevoir 
de  l’inconvénient  qui  accompagne  cette 
façon  d’écrire  les  puiflances , & qui  con- 
fifte  en  ce  qu’il  faudroit  pour  exprimer  de 
grandes  puiflances  , écrire  la  même  lettre 
très - fou vent  ; le  Le&eur  même  n’auroit 
pas  moins  de  peine , s’il  étoit  obligé  de 


Compter  toutes  ces  lettres  pour  favoir 

i • •*••!■  ir  • ; ‘ ; « 

t : MV  .l  1 • I 
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quelle  puiffance  on  a voulu  indiquer.  La 
centième  puiffance  , par  exemple  , ne 
s’écriroit  pas  commodément  de  cette  fa- 
çon-là , & il  feroit  encore  plus  difficile  de 
la  reconnoître. 

111. 

• • 

Afin  d’éviter  cet  inconvénient , on  a ima* 
giné  une  façon  bien  plus  commode  d’ex- 
primer de  telles  puiffimces & qui  mérite , 
à caufedefonufage  étendu, d’être  expliquée 
loigneufement  r favoir , pour  expnT.er , par 
exemple , la  centième  puiffânce  * on  écrit 
fimplement  le  nombre  i oo  au-deffus  de  celui 
dont  on  veut  exprimer  la  centième  puif- 
lànce,  & un  peu  vers  la  droite  : ainfi  a"00, 
qui  fignifie  a élevé  à 100,  indique  la  cen- 
tième puiffance  de  a.  Il  ne  faut  pas  ou- 
blier qu’on  donne  le  nom  d’expofant  ail 
nombre  écrit  au-deffus  de  celui  dont  il  in- 
dique la  puiffance  ou  le  degré  , & qui  eft 
J oo  dans  le  cas  que  nous  avons  fuppofé.  -* 
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De  cette  maniéré  a lignifie  donc  a élevç 
à 2 , ou  la  fécondé  puiffance  de  a , laquelle 
cependant  on  indique  auffi  quelquefois  par 
aa,  parce  que  l’une  & l’autre  expreffion 
s’écrit  & fe  comprend  avec  la  même  faci- 
lité. Maie  déjà  pour  exprimer  le  cube  ou 
la  troifieme  puiffance  aaa  , on  écrit  a3  coeh 
formément  à la  nouvelle  réglé  , afin  de 
gagner  de  la  place.  De  même  a4  lignifie 
la  quatrième  , a la  cinquième  , a 6 
fixieme  puiffance  de  a.  . ) 


»74-  ' •'  ' V 

En  un  mot  toutes  les  puiffances  de  a fe 
,repréfenterotu  par  - , . . r,  cv. 


;•  . * • r.  » ’P 

.u,  0»  , Q.  ci  •y  cl  y a,  a , a , 


,d’oii  l’on  voit  que;,  fuivant  cette', maniéré, 
on  auroit  très-bien  pu  écrire  a'  au  lieu  de  a 
jpour  le  premier  membre  de  la  férié , afyi 
d’en  mieux  fpire  apperçevoir  Jfordre.  fjjn 
effet  a 1 n’eff  autre  chofe  que  a,  vu  que 
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cette  unité  indique  que  la  lettre  a ne  doii 
s'écrire  qu’une  fois.  Une  pareille  fuite  de 
puiffances  (e  nomme  auffî  une  progreflion 
géométrique  , parce  que  chaque  terme  eft 
d’un  nombre  de  fois  plus  grand  que-  le 
précédent.  _ 


175. 


•|  - 


■» , r . - t « t ' ’ Zt 

Comme  dans  cette  même  fuite  de  pui£ 

>r»<  vi«*ju  r v f 1 ... 

lances  chaque  terme  le  trouve  en  multi- 

. f;  ,*  J,  1 # y ^ 

pliant  par  a celui  qui  le  précédé  ,r  ce  quj* 
augmenté  Iexpofant  de  1 }’  on  peut  auffi^ 
au  moyen  d’un  terme  donné , trouver  celui 
qui  le  précédé,  en  divifant  par  a , parce 
que'c’eft  diminuer  Iexpofant  d’une,  unité. 
Cela  nous  apprend  que  le  fermé  qui,  précédé 
le  premier  terme  a , doit  être  néceîfai- 

rément  7 ou  i ;■  or  fi  l’on  fe  teglé  1er  les 

« | 

expofans , on  conclura  fans  peine  que  ce 

% » _ » _ 


doit  êtra  a°. 
la  propriété 


terme  qui  précédé  le  premiér , 

On  peut  donc  déduire  de  là 
remarquable,  que  a’  efl.conftàmmcnt  égal 
à i , quelque  valeur  grande-ou  peute-qu’aic 
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Je  nombre  a , 8r  même  quand  a n’eft  rien, 
c’eft-à-dire  que  même  o*  fait  i . 

176. 

Nous  pouvons  continuer  encore  notre 
fuite  de  puiffances  en  rétrogradant , & 
même  de  deux  maniérés  différentes  : l’une  en 
divifant  toujours  par  a y l’autre  en  diminuant 
l’expofant  d’une  unité.  Et  nous  ne  pouvons 
douter  que , fuivant  l’une  ou  l’autre  façon , 
les  termes  ne  foient  parfaitement  égaux. 
Nous  allons  préfenter  cette  férié  rétrograde 
fous  l’une  & l’autre  forme , en  avertiflant 
que  c’eft  aufli  à rebours , c’eft-à-dire , en 
allant  de  la  droite  vers  la  gauche , que  l’on 
doit  la  lire. 


1 

I 

, 1 » 

I 

I 

I* 
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a 

aaaaaa 

aaaaa 

aaaa 

aaa 

a a 
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Ie 

1 

a6 
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■ 
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a° 

a 
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ni- 

"Nous  voici  parvenus  à connoître  des 
jpmflances  dont  les  expofans  font  négatifs  % 
6c  à pouvoir  affigner  exa&ement  les  va- 
leurs de  ces  puilFances.  Nous  mettrons  fous 
les  yeux  ce  que  nous  avons  trouvé  , de  la 
façon  qui  fuit  : d’abord  ' « * 
a*  eft  autant  que  i $ enfuite 


fie  ainfî  de  fuite. 

• h"i%. 

11  eft  clair  auffi  par  ce  qui  a précédé , 
comment  on  doit  trouver  les  puiflànces 
d’un  produit  clL  Elles  feront  évidemment 
ab  ou  a' b'  i aj>*t  a?  b'  , a4  b4 , a*és,  &c« 
Et  on  trouvera  de  même  les  puiffances  des 
fra&ions  ; par  exemple  $ celles  de  J-  font 

d a*  a*  d*  d d a7 

7p  , — * — * — » T T9  &C* 

b b * 6'  b'  b 5 b6  b1  /Ks 


Tome  L 


/Pv 

fi  P %\ 

L 1 g ^ I 
H g y^7 

*"-■■** 


#)»  . E iLé  m £ fr  t . 
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t • * * 

Enfin  nous  avons  à confidérer  auffi  les 

r 

puifiances  des  nombres  négatifs..  Or  fup- 
pofons  donpé  le.  nombre  — et  ; Tes  puiflan- 
ces  fe  fuivront  dans  l’ordre  que  voici  : , 
— a,-\-aa,—a>,  + «Vït-j  fl  Y+ <*%  &£< 
On  voit  donc, qu’il  iiy  a.  que  les  puif- 
fances  dont  les  expofans  font  des  nombres 
impairs,  qui  deviennent  négatives , & qu’au 
contraire  toutes  les  puiiTances  qui  ont  un 
nombre  pair  pour  expofant , font  pofitives. 
En  effet , les . puiiTances  troifieme  , cin- 
quième , feptieme , neuvième , &ç.  ont 
toutes  le  figne  — j.  & . les  puiiTances  fé- 
condé , quatrième,  fixieme , huitième , &c» 
font  affe&ées  du  ligne  -K . 

° i 1 • • ï • • ;o 

• • » | i • t *» 

.•  . • : • \ ’ / : ' "C  .) 
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CH  AP.JTRE  XVI  h 

Du  calcul  des  Puijfancesi 

• K 

\ * *'  : ' l8o*  ■ 1 

Nous  n’avons  rien  à obferver  de  par- 
ticulier par  rapport  à l’addition  & à la  fouf- 
tra&ion  des  puiflances  ; . car  on  ne  fait 
qu’indiquer  ces  opérations  moyennant  les 
fignes  -{-&  — j quand  les  puiflances  font 
différentes  entr’elles.  Par  exemple  , a1  a* 
eft  la  fomme  de  la  féconde  & de  la  troi- 
fieme  puiffance  de  a;  & a5  — a4  eft  ce  qui 
iefte  en  fouftrayant  la  quatrième  puiffance 
de  a de  la  cinquième } & l’on  ne  peut  indi- 
quer plus  brièvement  ni  l’un  ni  l’autre  ré- 
fultat.  Que  s’il  s’agit  de  puiflances  de  la 
même  efpece  ou  du  même  degré  , il  eft 
clair  qu’il  n’eft  pas  néceffaire  de  les  lier  par 

des  Agnes  : a1  + a 3 fait  i«J , &c. 

» 

t i 
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181. 

; • ■ - • * ^ m 

Mais  la  multiplication  des  puiffances 
exige  qu’on  faffe  attention  à différentes 
chofes. 

, D’abord  quand  il  s’agit  de  multiplier 
par  a une  puiffance  quelconque  de  a , on 
obtient  la  puiffance  fuivante , c’eft-à-dire , 
celle  dont  l’expofant  eft  courre  unité  plus 
grand.  Ainfi  a*,  multiplié  par  à fait  a’; 
& a5 , multiplié  par  a , fait  irV  Et  de  même , 
quand  il  s’agit  de  multiplier  par  a les  puif- 
fances de  ce  nombre  qui  ont  des  expofans 
. négatifs  , on  ne  fait  qu’ajoutep  i à fexpô- 
fant.  Ainfi  a~'  multiplié  par  a produit  a°  ou 
1 5 ce  qui  eft  d’autant  plus  évident , que 
a~'  eft  égal  à & que  le  produit  de  a 
par  i étant a- , il  èft  par  conféquent  égal  à'  i. 

Par  des  raifons  fèmblables  a , multiplié 

* • * ' ••  {t  . » t • # . 

. par  a y fait  a—'  ou  ; & a~‘°,  multiplié 

par  a , donne  gr* , & ainfi  de  fuite. 
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Enfuite  , s il  eft  queftion  de  multiplier 
une  puiffance  de  a par  a a ou  par  la 
deuxieme  puiffance , je  dis  que  l’expofant 
devient  plus  grand  de  2.  Ainfî  le  produit 
de  a1  par  a*  eft  a 4;  celui  de  a 1 par  a 3 eft  a5  ; 
celui  de  a4  par  à1  eft  a6  $ & plus  géné- 
ralement encore , an  multiplié  par  a*  fait 
rf*+î.  Pour  ce  qui  eft  des  expofans  néga- 
tifs, on  aura  a'  ou  a pour  le  produit  de  a~' 
par  a 3 ; car  a~  ' étant  égal  à ~ , c’eft  comme 
fi  I on  avoit  à divifer  a a par  a ; par  confé- 
quent  le  produit  cherché  eft  ~ ou  a.  De 
même  a—1,  multiplié  par  ax , fait  a°  ou  1 ; 
& a.—3,  multiplié  par  a’,  fait  a~\ 

183.  . 

Il  n’eft  pas  moins  évident  que , pour 
multiplier  une  puiffance  quelconque  de  a 
par  à1 , il  faut  en  augmenter  l’expofant  de 
trois  unités  -,  ik  que  par  conféquent  le  pro- 
duit de  a"  par  a5  eft  a" *3,  Et  toutes  les  foiÿ 

1 3 
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donc  qu’il  s’agit  de  multiplier  enfemble 
deux  puiffances  de  a , on  voit  que  le  pro-> 
duit  fera  de  même  une  puiffance  de  a , 8c 
tel  que  fon  expofant  fera  la  fomme  de  ceux 
des  deux  puiffances  données.  Par  exemple , 
a*  multiplié  par  a'  fera  a9 , & a"  multiplié 
par  à 7 fera  a'9 , &c. 

1 84. 

En  partant  de  là  on  peut  déterminer 
affez  facilement  des  puiffances  très-élevées. 
Pour  trouver  » par  exemple  , la  vingt- 
quatrième  puiffance  de  2 , je  multiplie  la 
douzième  puiffance  par  la  douzième  puif» 
fance,  parce  que  214  eft  autant  que  2’*  mul- 
tiplié  par  2'*.  Or  nous  avons  vu  plus  haut 
que  2'*  fait  4096 } je  dis  donc  que  c’eft  le 
nombre  16777216,  ouïe  produit  de  4096 
par  4096 , qui  exprime  la  puiffance  cher* 
chée  2*\ 

185, 

Paffons  à la  divifion.  Nous  remarque- 
rons en  premier  lieu , que  pour  divifer  une 
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puiflance  de  à>  par  a , il  faut  fonftraire  i 
de  l’expofant  y ou  le  diminuer  de  l’unitéi 
Ainfi.  a'#  divifé  par  a , fait  a*;  a0  ou  I , 
divifé  par  a , eft  autant  que  an'  ou  J* } 
divifé  par  a,  fait  d~\ 

' -i 86. 

Si  c’eft  par  a’  qu’il  faut  divifer  une  puifi- 
fance  donnée  de  a , il  faudra  diminuer 
l’expofant  de  2 ; & fi  c’eft  par  a1 , il  faut 
fouftraire  trois  unités  de  l’expofént  de  la 
puiftànce  propofée.  Ainfi  en  général , quel- 
que puiflance  de  a que  ce  foit  qu’il  s’agiffe 
de  divifér  par  une  autre  puifiance  quel- 
conque de  a , la  réglé  eft  toujours  de  louf- 
traire  l’expofant  de  la  fécondé  de  l’expo- 
fant  de  la  première  de  ces  puiflances.  C’eft 
ainfi  que  a'\  divifé  par  a7,  donnera  a8; 
que  a%  divifé  par  a7,  donnera  a~~' } & 
que  a~},  divifé  par  a4,  donnera  a~\ 

187 . . . • • ■. 

Par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut , 
ü eft  facile  de  comprendre  comment  on 

i 4 


ïtf  <El  é m g* n g • 

doit  trouver  les  puiflances  des  puiflances  » 
& que  cela  fe  fait  par  la  multiplication. 
Quand  on  cherche , par  exemple,  le  quarré 
ou  la  fécondé  puiffance  de  a1,  on  trouve 
a6;  & de  la  même  maniéré  on  trouve  a'* 
pour  la  troifieme  puiffance , ou  le  cube  de 
a4;  on  voit  que  pour  prendre  le  quarré 
d’une  puiffance , il  n’y  a qu’à  doubler  fon 
expofant  j que  pour  en  prendre  le  cube  , 
il  faut  tripler  cet  expofant , & ainfi  de  fuite. 
Le  quarré  de  a"  eft  a1"  j le  cube  de  a"  eft 
av i la  feptieme  puiffance  de  a"  eft  a7",  &c. 

188. 

Le  quarré  de  a’,  ou  le  quirré  du  quarré 
de  a étant  a4 , on  voit  pourquoi  on  nomme 
la  quatrième  puiffance  , le  bi-quarré  ou  le 
quarré- quarré. 

Le  quarré  de  a 1 eft  a 6 , c’eft  ce  qui  a 
fait  donner  à la  fixieme  puiffance  le  nom 
de  quarré-cube. 

Enfin  le  cube  de  a1  étant  a?  , on  appelle 
les  neuvièmes  puiflances  cubes-cubes . On 
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n’a  pas  introduit  d’autres  dénominations  de 
cette  efpece  pour  les  puiffances , & même 
les  deux  demieres  ne  font  pas  fort  en  ufage. 

* p • 

— B— | 

CHAPITRE  XVI U 

I 

Des  Racines  relativement  à toutes  les 
Puijfances  en  général . 

189. 

P uisque  la  racine  quarrée  d’un  nombre 
donné  eft  un  nombre  tel  que  fon  quarré 
eft  égal  à ce  nombre  donné  , & que  la 
racine  cubique  d’un  nombre  donné  eft  un 
nombre  tel  que  fon  cube  eft  égal  à ce 
nombre  donné  ; il  s’enfuit  qu’étant  donné 
un  nombre  quelconque , on  peut  toujours 
en  indiquer  des  racines  telles  que  leur 
quatrième  ou  leur  cinquième  puiftance  , 
ou  quelque  autre  à volonté , foit  égale  au 
nombre  donné.  Afin  de  diftinguer  mieux 
ces  différentes  efpeces  de  racines,  nous 
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nommerons  la  racine  quarrée , racine  deu- 
xieme ; la  racine  cubique  , racine  troifieme  i 
p^rce  que  d’après  cette  dénomination  otj 
peut  nommer  racine  quatrième  , celle  dont 
re  quarré-quarré  eft  égal  à un  nombre 
donné  ; & racine  cinquième , celle  dont  la 
cinquième  puiflance  eft  égale  à un  nombre 
donné , &c. 

190. 

De  même  que  fa  racine  quarrée  ou  deu- 
xieme s’indique  par  le  ligne  \/»  & la  racine 

cubique  ou  troifieme  , par  le  ligne  y/,  on 
repréfente  la  racine  quatrième  par  le  ligne 

\/',  la  racine  cinquième  par  le  ligne  \/, 
& ainfi  de  fuite.  Il  eft  clair  que  fuivant  cette 
façon  de  s’exprimer , le  ligne  de  la  racine 

quarrée  devroit  être  y/.  Mais  comme  de 
toutes  les  racines  c’eft  celle-ci  qui  le  pré- 
fente  le  plus  fouvent,  on  eft  convenu , pour 
abréger  , d’omettre  le  nombre  1 du  ligne 
de  cette  racine.  Ainfi , quand  dans  un  ligne 
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radical  il  ne  (è  trouve  pas  de  nombre , cela 
fuppofe  toujours  que  c’eft  la  racine  quarréç 
qu’on  a voulu  indiquer. 

191.  ■ 

Nous  allons , pour  nous  expliquer  encore 
mieux  , mertre  fous  les  yeux  les  différentes 
racines  du  nombre  cl  , avec  leurs  (ignifi-* 
çations. 

\/ a eft  la  1 1/  racine  de  a , 

| /a  III.*  a, 

|/ 2 I V/  a , 

\/ a V.*  . a, 

y/ a VI/  — i«, 

& ainft  de  fuite. 

De  forte  que  réciproquement  : 
la  1 1/  puiffance  de  \/ a eft  égale  à a 

la  III/ y/ 1 — a y 

la  IV/ y/ a — a , 

la  V.* */. a, 

la  VI.* V'a — a, 

& ainfi  de  fuite. 
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' ’ 192.  ’ 

Que  le  nombre  « Toit  donc  grand  ou 
petit,  on  comprend  quel  fens  on  doit 
attacher  à toutes  ces  racines  de  différons 
degrés. 

Il  faut  remarquer  aufli , que  fi  Ton  prend 
pour  a l’unité , toutes  ces  racines  refient 
conftamment  1 j parce  que  toutes  les  puif- 
fances  de  1 ont  pour  valeur  l’unité.  Que 
fi  le  nombre  a eft  plus  grand  que  1 , toutes 
fes  racines  aufli  furpafleront  l’unité.  Enfin , 
que  fi  ce  nombre  eft  plus  petit  que  1 , 
toutes  fes  racines  aufli  feront  moindres  que 
l’unité. 

193. 

Quand  le  nombre  a eftpofitif,  on  com- 
prend , par  ce  qui  a été  dit  plus  haut  des 
racines  quarrées  & cubiques  , que  toutes 
les  autres  racines  aufli  pourront  être  indi- 
quées réellement , & feront  des  nombres 
réels  & poflibles. 


Digitized  by  Google 


x>  Algèbre.  141 

Mais  fi  le  nombre  a eft  négatif,  il  faut 
que  fes  racines , deuxieme  , quatrième  , 
fixieme , & en  général  toutes  celles  d’un 
degré  pair , deviennent  des  nombres  im- 
poflibles  ou  imaginaires  ; parce  que  toutes 
les  puiflances  d’un  degré  pair , tant  des 
nombres  pofitifs  que  des  nombres  négatifs , 
font  toujours  affeôées  du  figne  plus.  Ap 
lieu  que  les  racines  troifieme , cinquième , 
feptieme , & en  général  toutes  les  racines 
impaires,  deviennent  négatives , mais  ra- 
tionnelles ",  parce  que  les  puiflances-  im- 
paires de  nombres  négatifs , font  négatives 
de  même.  * ■fc‘ . 

194. 

- Enfin  nous  avons  là  aufli  une  fourcé  iné- 
puifable  de  nouvelles  efpeces  de  quantités 
fourdes  ou  irrationnelles  ; car  toutes  les  fois 
que  le  nombre  a.  n’eft  pas  réellement  une 
puiflance  telle  que  le  figne  radical  eh  in- 
dique une  , ou  femble  en  requérir  une,  il 
eft  impoflible  aufli  d’exprimer  cette  racine , 
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foit  en  nombres  entiers,  foit  par  des  frac-* 
tiotijS  , & par  çonféquent  cette  racine  doit 
alors  être  rangée  dans  la  ciaffe  des  nom- 
bres qu’on  nomme  irrationnels* 


CHAPITRE  XIX. 


Ve  la  maniéré  et  indiquer  les  Nombres  irrcL* 
' tionnels  par  des  expofans  fraSionnaires* 


pitre  précédent , que  le  quarré  d’une  puif- 
fance  quelconque  fe  trouve  en  doublant 
lexpofant  de  cette  puiflance  , & qu’en  gé- 
néral le  quarré  ou  la  fécondé  puiflfancé  de 
a"  eft  a“.  Il  s’enfuit  de  là  l’inverfe  i favoir, 
que  la  racine  quarréé  de  la  puiflance  à1*  efl 
a" , & qu’on  la  trouve  en  prenant  la  moitié 
de  l’expofant  de  cette  puiflance,  ou  en 
divifant  cet  expofmt  par  i. 


». 


t 
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• • ^ ■ . % 
■ « 1 • f • # ■ 

Ainfi  la  racine  quarrée  de, a*  eft  a' * 
celle  de  a 4 eft  a * ; celle  de  .4*  eft  a'y  y St 
ainfî  de  fuite.  Et  comme  c’eft  là  une  vérité 
générale  , on  voit  que  la  racine  quarrée 
de  a7 doit  rçépeflairement  être  a»  * & que 

J*  . ^ » -»  • J T « I‘  .# 

Celle  de  a’  eft  a ï.  Par  conféquent  on  aura 
de  même,  a » pour  1^  racine  quarrée  de  a*  j 
d’ottil/onrvoit  que  'a*  eft  autant  -que  aj 
& cèoe- nouvelle  : maniéré  d'indiquer  la 
racine  quartée , demande  ■ qu’on  y'f&ffe 
attention.  -,f^  r;  ; 

i.97r 

• • % 

^ Nous  avons  montré  auffi  que  pour  trou- 
ver le  cuhç  dune  puiflance  comme  4% 
âlfelloii  multiplier  ion  expofarit  par.3, 8c 
rque  par  conféquent  ce  cube  étoit  a'*, 

: Arnii , quand  il  s’agit  de  trouver  en  ré- 

* r J jL  ■ . 1 ’Jf*  | , f ’ ►’  » " •*rT  t w 

trogradant  la  racine  troilieme , ou  cubique, 
de  ia  puiflance  u5*  y on  ne  fait  que  divilèr 
cet  expofant  par  3-,  & on  conclut*  que- 
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la  racine  cherchée  eft  a".  Par  confé- 
quent  a',  ou  a,  eft  la  racine  cubique  de 
a’}  à1  eft>< celle  de  a6}  aJ  eft  celle  de  a9 y 
& ainfi  de  fuite. 


• 198/  ! • . : 

Rien  n empêche  d’appliquer  ces  prin- 
cipes aux  cas  où  l’expofant  ne  feroit  paâ 
divifible  par  3 , & de  conclure  que  la  racine 
cubique  de  a’efl  ai , & que  celle  de  a * 
eft  a»  ou  ahï-i'i  Par  conféquenti.auffi  la 
racine  trohieme , ou  cubique,  de  a même  , 
ou  bien  de#  ÿ doits  être  aï.  D’où  l’on  voit 

que  ai  eft  la  même  chofe  que  \/ a. 

199- 

U en  eR  de  même  des  racines  d’un  degré 
plus  élevé.  La  racine  quatrième  de  à fera 
a 1 • laquelle  eMpreffioh  lignifie  donc  au*- 

ut -n  -As  • i 1^,  0 .}'  [4  4JVO  • "jv  * 

tant  que  y a.  La  racine  cinquième  de  a 
lèra  aï  , ce  qui  eft  par  conféquent  l’équi- 

'•  ' * v ' ' ' ' 

valent  de  y a ,*  & ce^  vérités  s’étendent 
fans  difficulté  à toutes  le?  racines  d’un  degré 
plus  élevé.  xOOf 
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■ 200.  • 

On  pourroit  donc  fe  pafler  entièrement 
des  lignes  radicaux  ufités , & employer  à 
leur  place  les  expofans  fra&ionnaires  que 
nous  venons  d’expliquer  ; cependant  comme 
on  eft  accoutumé  à ces  lignes  depuis  long- 
temps , & qu’on  les  rencontre  dans  tous 
les  écrits  analytiques  , on  auroit  tort  de 
vouloir  les  bannir  tout-à-fait  du  calcul. 
Mais  on  a raifon  auffi  de  fe  fervir  beaucoup , 
comme  l’on  fait  aujourd’hui  , de  l’autre 
maniéré , parce  qu’elle  répond  avec  évi- 
dence à la  nature  de  la  chofe.  En  e|Fet, 
on  voit  fur  le  champ  que  a*  eft  la  racine 
quarrée  de  a , parce  qu’on  fait  que  le  quarré 
de  a ï , c’eft-à-dire , ai  multiplié  par  ai  , 
eft  égal  à a'  ou  a. 

201. 

On  voit  par  ce  qui  a précédé  , comment 
on  doit  interpréter  tous  les  autres  expofans 
rompus  qui  peuvent  fe  préfenter.  Que  (i 

Tome  I.  4 K* 


1 
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l’on  a,  par  exemple,  ai,  cela  fignifie  qu’il 
faut  prendre  d’abord  la  quatrième  puiffance 
de  a , & en  extraire  enfuite  la  racine 
cubique  ou  troifieme  5 de  forte  que  ai  eft 
autant  que , fuivant  la  façon  ordinaire  ,, 

|/ a*.  Que  pour  trouver  la  valeur  de  a « , 
•il  faut  prendre  d’abord  le  cube  ou  la  troi- 
fieme puiffance  de  a , qui  eft  a1 , & en 
extraire  après  cela  la  racine  quatrième  5 
de  façon  que  a*  eft  la  même  chofe  que 

\/ a\  De  même  aj  eft  autant  que  \/ a\  3cc, 

202. 

Quand  la  fraêlion  qui  repréfênte  l’ex- 
pofant  furpaffe  l’unité  , on  peut  indiquer 
encore  d’une  autre  maniéré  la  valeur  de 
la  quantité  propofée.  Suppofez  que  ce  foit 
c*  ; cette  quantité  équivaut  à qui  eft 
le  produit  de  a*  par  aî.  Or  a » étant  égal 
à Va  , on  voit  que  c»  eft  autant  que  a*y  a. 

' De  même  a V ou  a?i  eft  autant  que 

3J  ,1  , 

a3ya  i & a * 9 c’eft-à-dire  a*i  , lignifie 
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cPyf  a1.  Ces  exemples  fuffifent  pour  faire 
concevoir  la  grande  utilité  des  expofans 
fra&ionnaires. 

! *03.  . 

Leur  ufage  s’étend  aufli  aux  nombres 

rompus  : Qu’on  ait  \ 71  » on  fait  que  cette 

» 

quantité  eft  égale  à ~i  ; or  nous  avons  vu 

plus  haut  qu’une  fra&ion  de  la  forme 

peut  s’exprimer  par  <T~*\  ainfi  pour  JL 

on  peut  fe  fervir  de  l’expreflion  a—*.  De 

même  ~ra  eft  autant  que  a— ï.  Soit  pro- 

pofée  encore  la  quantité  ^ ; qu’on  la  tranf- 

a1 

forme  en  celle-ci  :~r,  qui  eft  le  produit 

a* 

de  a1  par  a—*9  or  ce  produit  équivaut 

I , L 4/  ? 

à a*  ou  à a 4 , ou  enfin  à a\  a.  L’ufage 

rendra  faciles  de  femblables  réduélions. 

K a 
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Enfin  nous  obferverons  que  chaque  ra- 
cine peut  fe  repréfenter  d’un  grand  nombre 
de  maniérés.  Car  y/ a étanf  la  même  chofe 
que  a»,  & l pouvant  être  transformé  en 
toutes  ces  fra&ions , - , | , t -1 , — , &c. 

il  eft  clair  que  y /z  eft  autant  que  & 

6j  6 

que  y/û’,  & que  y/  a4 , & ainfi  de  fuite. 

3 / « • * 

Pareillement , y a qui  lignifie  ay  , fera 

égale  à y/a*  & à y/aJ , & à \/ a4.  Et  l’on 
voit  de  même  que  le  nombre  a , ou  aT , 
pourroit  s’indiquer  par  les  exprelfions  ra- 
dicales qui  fuivent  : 

y/a* , y/a’ , y/a4 , y/ar,  &c. 


' -■  *°5- 

Cette  propriété  eft  d’un  bon  ufage  dans 
la  multiplication  & dans  la  divifion.  Car 

fi  l’on  a,  par  exemple,  à multiplier  J* 

par  y/a,  on  écrit  y/ a5  pour  y/a , & y/a’ 
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aa  lien,  de  \/a  ; de  cette  façon  on  obtient 
de  part  & d’autre  le  même  ligne  radical , 
& la  multiplication  fe  faifant  maintenant , 

donne  le  produit  y a\-  Le  même  réfultat 
fe  déduit  de  ce  que  a»  multiplié  par  ai  fait 
ûï+tj  car  ~ -J-  ^ eft  | , & par  conféquent 

le  produit  en  queftion  eft  en  effet  ai  ou 

6 , • ' 

S’il  s’agifloit  de  divifèr  y a ou  a1  par 

V’-  • * . , ..  , • s. 1 

y a ou  a1 , on  auroit  pour  quotient  a 1 J , 

•**  ’*  j 2 ' • - ■ • , ^ 

ou  a‘  6 , c’eft-à-dire  a ou  y a. 

j m *0  ê »•**  I * * . *#• 


^ C H A P I T R-E-  X X. 

. . . . • * j . * 4 , . 1 . ■ • * 

Qui  trpite  en  général  des  différentes  maniéré j 
de  calculer  & de  leur  liaifon.. 

• v : ' v - . 

.20(5. 

\ 

ous  avons  expofé  jufqû’ici  différentes 
opérations  de  calcul  : l’Addition , ' la  Sou?- 
traéfion  , la  Multiplication  & la  Diviiiôn 

"...4  C . ..  -4  ll'S.  j - . ’ :~IJ£  je'  ••  i.lVli 
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l’élévation  des  Puiflancés , & enfin  lex- 
tra&ion  des  Racines.  11  ne  fera  donc  pas 
hors  de  propos  de  remonter  à l’origine  de 
ces  différentes  maniérés  de  calculer  & 
d’expliquer  la  liaifon  qui  eft  entr’elles,  afin 
qu’on  puiffe  s’affurer  s’il  eft  poflible  ou  non 
qu’il  exifte  encore  d’autres  opérations  de 
cette  efpece.  Cette  recherche  ne  pourra 
que  répandre  plus  de  jour  fur  les  matières 
que  nous,  avons  traitées. 

Nous  nous  fervirons  dans  ce  deftein  d’un 
nouveau  ligne  qu’on  peut  employer  à la 
place  de  l’expreflion  fi  fouvent  répétée  , 
t/l  autant  que  ,•  ce  ligne  eft  celui-ci 
& fe  prononce  eft  égal.  Ainfi  quand  j’écris 
a=b , cela  lignifie  que  a eft  autant  que  b , 
ou  que  a eft  égal  à b ; de  même  , par 
exemple , 3.5=1 5. 

207. 

La  première  façon  de  calculer  qui  fe 
préfente,  à notre  efprit , eft  fans  contredit 
l’addition,  par  laquelle  on  ajoute  deux 
nombres  enfemble , & qu’on  trouve  leur 
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V.  ^ » « . 

fomme.  Soient  donc  a & b ces  deux  nom- 
bres propofés , & qu’on  indique  leur  fomme 
par  la  lettre  c,  on  aura  = Ainfi 
quand  on  connoît  les  deux  nombres  & b f 
l’addition  eofeigne  à trouver  moyennant; 
cela  le  nombre  c. 

t . V 2o8*  . / - 

Confervons  cette  comparaifon  a-\-bz=.c , 
mais  rerrv  efforts  la  queftion  en  demandant* , 
comment,  les  nombres  a & c étant  connus , 
on  doit  trouver  le-  nombre  b.y.,  • 

Il  s'agit  donc  de  favoir  quel  nombre  il 
faut  ajouter  au  nombre  a , pour  qu’il  en 
réfulte  ce  nombre  c.  Soit  s par  exemple , 
<x=j  & c=8  -,  de  forte  qu’il  fkudroit  que 
l’on  eût  j -b—%  -,  il  eft  clair  qu’on  trour 

vera  b en  fouftrayant  3 de  8.  Ainfi  en 
général , pour  trouver  b , il  faudra  fouftfaire 
a de  c,  d’où  provient  b~c — a ; car  en 
ajoutant  de  nouveau  a de  part  & d’autre  , 
on  a b-\-a=:c  — a-j-a,  c’ell-à-dire  = c, 
.comme  on  l’àvoit  fuppofé.  , 

; Et  voilà  donc  l’origine  de  la  fouftraélion. 

K4 


1 
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••  Ainft  la  fbuftraêtion  a lieu,  quand  on 
renverfe  la  queftion  qui  donne  lieu  à l’ad- 
dition. Or  il  peut  arriver  que  le  nombre 
qu’il  s’agit  de  fouftraire  foit  plus  grand  que 
celui  duquel  il  faut  le  fouftraire } comme  , 
par  exemple,  s’il  s’ agiffoit  de  fouftraire  9 
de  5 » ce  cas  eft  donc  propte  à nous  fournie 
l’idée  d’une  nouvelle  efpece  dé  nombres, 
qu’on  nomme.hombres  négatifs,  parce  que 
% — 9 = — ^ 4-r 


: j 


210. 


Quand  plulîeurs  nombres  qui  doivent 
être  ajoutés  énfemble  font  égaux  entr’eux  , 
leur  fomme  le  trouve  par  là  multiplication , 
& fe  nomme  un  produit.  Ainft  ab  lignifié 
le  produit  qui  provient  de  la  multiplication 
de  a par  b , ou  bien  de  ce  c(u’on  a ajouté 
enlèmble  un  nombre  a de  nombres  b.  Si 
nous  indiquons  à préfent  ce  produit  par  lâ 

lettre  c,  nous  aurons  ab±=.c  ; & la  mul- 

« . , , ) * ‘ *•  » 

tiplication  nous  apprend  comment, -les 
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nombres  a Sc  B étant  conhus  ’i  on  doit' 

*•  • 

déterminer  par- là  le  nombre  éP  t ‘ • J - ' ’ 


21 1, 


t f! » 


Propofons-nous  maintenant  fô-qucftiorp 
fuivante  : Les  nombres  a.  & c étant  connus , 
trouver  le  nombre  b.  Soit , par  exemple , 
ûdij  &V=i*4  fl,  de;façon  qtte'$6£i£iT5  , 
& qu’on  demande  par  quel  nombre  il  faut? 
multiplier  3 , poilj:  qti’il  noüs-fieipie-  1 Ç’ÿ 
c’eft  à quoi  revient  la  queftion  piopoféq^ 
Or  c’eft  ici  lé’ cas  de  la  divâfionr*  tenombfe 


qu’on  demande  fe  trouve  eti  divifaot  ; tty 
par' 3 v 8£êrtp;énémlde  nombre  M fe  trqu  me» 
donc  en  dm'fani’£  par  tt^idîdù  réfulaq 
par  conféqueni  l’équation  J.  1 ej-.r.i'' 


4 ...  # ». 

*iu  .. 


oi  v ;iob‘t>  oicimor*  vl  * »p  b:i>i.io 
l SL'p  ?■*'  icq  PS\  s b : r.  ‘l*s 


Or,  comme  iL arrive  fouvent : què  lè 
nombre  c -ne  peut  être  dlvlfé  feélîemeftt* 
par  le  nombre  a , & que  cependant  4* 
lettre  b doit  avoir  une  valeur  déterminée , 
il  fê  préfente  encore  une  nouvelle  efpece 
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de  nombres  ; ce  font  les  fra&ions.  Par 

— « * \ * * J * + * i • t 

exemple  , en  fuppofant  azzi^ , c=. 3 , de 
façon  que  4&=3  , on  voit  bien  que  b ne 
fàuroit  être  un  nombre  entier , mais  que 
«e  fera  une  fra&ion , & qu’onayra 


If  '«-o  « ■*  - » • * 
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t .,v!rr;  >.'0  < .*  ■*  :\:x  - ' ' : x *r  "• 

< .Nous '.avons  yu  que  ,1a  multiplication 
provient l’addition  , c’eft-à-dire , de  ce 
qu’on:  ajoute  enfemble  plufieprs  quantités 
égales-  nous  allons  à prélent  plus  loin, 
«QdSvo^psque  c’eft  à.  la  jmuitiplieatiou 
«je  piufieufs  quantités  égâles  entr’elles  que 
lwi  pwflfeitewd  doivent  leur  origine.  Çes 
proflàncfeijfë  repréfentenf^d’une  maniéré 
générale  pafrJa  formule  .<**  * par;  laquelle  on 
entend  que  le  nombre  a doit  être  multiplié 
autant  de  fois  par  hn-même  que  le  nombre 
k 'l’^diq^  ^tl’on  fait , ’par,ce,qui  a :pré- 
«édé , qu%i  ^ipft  ce  quon  nomme  la  racine*. 
élllxp^^c^^U^uiilgi^e,,,  ,.t  T , 
t'  df-i.niijéb  luui-.v  -i».;  »:•%  .g  \ ..•*  ; 
ailuYjjon  srtu 


y*  N « . ' 
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214. 

Si  nous  indiquons  maintenant  cette  puik 
fance  même  par  la  lettre  c , nous  avons 
ah=.c,  une  équation  par  conféquent  dans 
laquelle  fe  préfentent  trois  lettres  a,  b,  c* 
Or  on  montre  dans  la  théorie  des  puifi* 
fances , comment  une  racine  a avec  l’ex- 
pofant  b étant  donnés , on  doit  trouver  1a 
puiffance  elle-même , c’eft-à-dire,  la  lettre. c« 
Soit,  par  exemple,  a=s 5 , 6t  è=;  3 , ei< 
forte  que  c=  5 * : on  voit  qu’il  faut  prendre 
la  troifieme  puiffance  de  5 , qui  eff  1 
& quainii  c=sl  11  a r,...\  • :* 

. j < I;  in p 

215.,  . 1 

: Si  ■ .1 

On  a yu  comment , par  ,1e  moyen  de 
la  racine  a & de  l’expofant  b , on  doit  dé- 
terminer la  puiffance  c j}  njais  fi  l’on  veut 
à préfent  changer  ou  renveder  la  queff ion 
comme  on  a déjà  fait , on  verra  que  cel$ 
peut  fe  faire  de  deux  maniérés , & qu’orç 
a deux  cas  différens  à confidérer.  En  effet 


.E'.'J-  d M'E  V/ (5, 

{î , deux  de  ces  trois  nombres  a 9b , c étant 
donnés , il  s’agit  de  trouver  le  troifieme  9 
on  vpk  auffi-tôt  que  cette  qu'eftion  ad- 
«ler  trois  fuppofitions  différentes  , & par 
tonféquen;  trois  folutions.  Nous. venons  de, 
cotifidérer  le  cas-bù  a & b étoient  les  don- 
nées^ nous  pouvons  donc  fuppofer  encore 
qüéc  ou  bien  que  c & b foient  connus* 
& qu’il- faille  déterminer  la  troifieme  lettre. 
ReHiatquüfcns  donc^avant  que  d’aller  plus 
foin une  différence  affez  effentieile  entre 
Péiévarjaitt  des  puifiânces  & les  deux  apé- 
raffotis  qui'icoridu^em:  à celle-là.  Lorfque 
dans  i’additioii  nous  avons  - renverfé  la 
queftion , nous  n’avons  gu  le  faire  que  d’une 
feule  maniéré  ; il  étoit  indifférent  de  prendre 
è&c'a-'  oü  -c  & -b  -‘pqur  données-,  ‘parce  qu’il 
eft  indüfêrent^  décrite  a-\^b  ou:  d’écrire 
Il  éfré'toifde  même  de  la  multipli- 
pbüvôit  pareillement  prendre 
les  lettrés  rdtCb  fîme  pour  l’autre  \ l’équa- 
tion \ab—£  étant  exa&ement  la  même  que 

•**-  * r - , «y.  .f 

^ \ . •>  • » • t’  W,  • 

vazs:c.  • ■■  — ■ J -■  — J 


j u 
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Dans  le  calcul  des  puiffances  , au  con- 
traire  la  même  choie  n a pas  lieu , & on 
ne  peut  point  du  tout  écrire  ba  au  lieu  de, 
ab.  Un  feul  exemple  fuffit  pour  s’en  con- 
vaincre :•  Soit  a — ]f  & j on  a 

ab=:^=  125.  Mais  ba=zÿ  = 243  : deux 
réfultats  très-différens. 

2l6. 

11  eft  donc  clair  qu’on  peut  réellement 
le  propolèr  encore  deux  queftions  : l’une , 
de  trouver  la  racine  a par  le  moyen  de. 
la  puiffance  donnée  c , & de  JL’expofant  é. 
L’autre,  de  trouver  l’expolant  b , en  liippo* 
fant  connues  la  puiffance  c & la  racine  a. , 

217.. 

, wt 

On  peut  dire  que  la  première  de  ces 
queftions  a été  réfolue  dans  le  chapitre  de 
l’extra&ion  des  racines.  Car , par  exemple , 
û b=i  & que  a*=c , nous  lavons  que 
cela  lignifie  que  a eft  un  nombre,  tel  quq 
fon  quarré  foit  égal  à c , & par  conféquenlj 
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que  a=y c.  De  même,  Ci  b=y  & d>z=.c , 
on  fait  qu’il  faut  que  le  cube  de  a foit  égal 
au  nombre  donné  c , & conféquemment 

que  a=. \/ c.  Il  eft  donc  aifé  de  conclure 
généralement  de  là  comment  on  doit  déter- 
miner la  lettre  a par  le  moyen  des  lettres 

b, 

c & b : il  faut  néceffairement  que  a=zy  c. 

2l8. 

Nous  avons  auffi  déjà  fait  remarquer  la 
conféquence  qui  s’enfuit  du  cas  très-fréquent 
où  le  nombre  donné  c n’eft  pas  réellement 
une  puiffance  ; favoir , qu’alors  la  racine 
cherchée  a ne  peut  s’exprimer  ni  par  des 
nombres  entiers , ni  par  des  fraéHons.  Et 
comme  cette  racine  doit  avoir  cependant 
néceffairement  une  valeur  déterminée , la 
même  remarque  nous  a conduits  à une 
nouvelle  efpece  de  nombres  que  nous  avons 
dit  qu’on  nommoit  nombres  fourds  ou  irra- 
iionnels , & que  nous  avons  vus  le  divilèr 
en  une  infinité  d’efpeces  à caufe  de  la 
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grande  diverfîté  des  racines.  Enfin  la  mêmè 
confidération  nous  a appris  à coqnoître 
l’efpece  particulière  de  nombres , qu’on  a 
nommée  nombres  imaginaires • 

219. 

Il  nous  refie  à confidérer  la  fécondé 
queftion,  qui  étoit  de  déterminer  rexpofarit 
par  le  moyen  de  la  puiflance  c & de  la 
racine  a , toutes  deux  connues.  Cette  ques- 
tion , qui  ne  s’étoit  pas  encore  préfentée , 
nous  conduira  à l’importante  théorie  des 
Logarithmes , dont  l’ufage  eft  fi  étendu  dans 
toutes  les  Mathématiques , qu’il  y a peu  de 
long  calcul  dont  on  puilfe  venir  à bout  fans 
fon  fecours.  On  verra  dans  le  chapitre 
Suivant , pour  lequel  nous  rélèrvons  cette 
théorie  , qu’elle  nous  fait  parvenir  à une 
efpece  de  nombres  encore  tout-à-fait  nou- 
velle , & qu’on  ne  peut  pas  même  compter 
parmi  les  nombres  irrationnels  dont  nous 
avons  parlé. 
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Des-  Logarithmes  -en  général, 

'220. 

Fn  reprenant  l’équation  al=c , nous 
commencerons  par  remarquer  que  dans  la 
'.do&rine  des  logarithmes  oh  adopte  pour 
la  racine  a un  certain  nombre  pris  à vo- 
lonté , & qu’on  fuppofe  que  cette  racine 
conferve  invariablement  la  valeur  adoptée. 
Cela  pofé , on  prend  l’expofant  b tel , que 
la  puiflance  ab  devienne  égale  à un  nom- 
bre donné  c , & c’eft  alors  cet  expofant  b 
qu’on  dit  être  le  logarithme  du  nombre  c. 
Nous  nous  fervirons , pour  exprimer  cette 
lignification  , de  la  lettre  ]L  ou  des  lettres 
initiales  log.  Ainfi  en  écrivant  b=L.c  9 
ou  b=log.  c , on  indique  que  b eft  égale 
au  logarithme  du  nombre  c , ou  bien  que 
le  logarithme  de  c eft  b, 

221,  | 
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161 


On  voit  donc  que  la  valeur  de  la 
racine  a une  fois  établie  le  logarithme 
d’un  nombre  quelconque  c neft  autre  chofe 
que  l’expofant  de  la  puiflance  de  a , qui 
eft  égale  à c.  :Oeft  ainli  que  c étant =atJ  b 
eft  le  logarithme  de  la  puiffance  ah.  Si  Ton 
fuppofe  à prêtent  que  fc=i  , on  a i pour 
le  logarithme  de  a* V & par  conféquent 
L.a=i.  Si  l’on  fuppofe  b=z  , on  a 2 pour 
le  logarithme  de  a*  ; c’eft-à-dire,  L.  a*= 1. 
On  peut  obtenir  de  la  même  maniéré  , 
L.a}=j  j LûI * * 4=4  j L.a’  = j|  , & ainli 
de  fuite. 


. 1 J 


I ii~ 
J* 


» . 

222. 


- 0 j . " 


Si  Ton  fait  o-,  on  voit  que.o  fera  lç 
logarithme  de  ft  : or  a°=  1 ; par  confé- 
quent L.  1 =0 , quelque  valeur  qu’on  donne 

à la  racine  a.  j • . * ,,  } 

« 

Que  fi  l’on  fuppofe  b= — 1 , ce  tera 
— 1 qui  fera  le  logarithme  de  a~\  Or 
Tome  I.  L 
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a~'  on  a donc  L.  j= — i.  On  aura 

pareillement  L.^r  = — ij  L.  ^7  = — 35 

— 4. 

223.  " 

11  eft  donc  évident  comment  on  peut 
indiquer  les  logarithmes  de  toutes  les  puif- 
fances  de  la  racine  a , & même  ceux  de 
fraâions  qui  ont  pour  numérateur  l’unité , 
& pour  dénominateur  une  puiffance  de  a . 
On  voit  aufli  que  dans  tous  ces  cas  les 
logarithmes  font  des  nombres  entiers  $ mais 
il  faut  obferver  que  fi  b étoit  une  fra&ion , 
elle  feroit  le  logarithme  d’un  nombre  irra- 
tionnel. Car  fi  l’on  fuppofe , par  exem- 
ple , bz=z\  , il  fuit  que  ^ eft  le  logarithme 
de  o*  ou  de  y/ a ; par  conféquent  on  a 
L.  \/a=~.  On  trouvera  de  mêmeL.\/ a=~; 
L.y7 «=j , &c. 

*»• 
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224. 

Mais  s’il  s’agit  de  trouver  le  logarithme  ' 
d’un  autre  nombre  c , on  voit  aifément  qu’il 
ne  peut  être  ni  un  nombre  entier , ni  une 
fraftion.  Cependant  il  faut  qu’il  exiffe  un 
expofant  b , tel  que  la  puiffance  ah  devienne 
égale  au  nombre  propofé  : on  a donc  b=L.c* 
Donc  généralement 

225. 

Considérons  à préfent  un  autre  nombre  d, 
dont  le  logarithme  ait  été  indiqué  d’une 
maniéré  fembiable  par  L .d;  de  façon  que 
aLd=J.  Si  nous  multiplions  cette  formule 
par  la  précédente  aLx—c , nous  aurons 
dht+L-d=cd  ; or  l’expofant  eft  toujours  le 
logarithme  de  la  puiffance  $ par  confé* 
quent  L.cd. 

Que  ri  au  lieu  de  multiplier  nous  divi- 
sions la  première  formule  par  la  Seconde  , 
nous  obtiendrions  aL  f_L,<<=|  ; & par  con- 

féquent  L ,c — LcS:=L.ÿ. 

L i 
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C’eft  ainfi  que  nous  avons  été  conduits 
à la  découverte  des  deux  principales 
propriétés  des  logarithmes  , qui  confident 
dans  les  équations  h.c~\-h.d=\-.cd , & 
L.c  — Lidf=L.j.  La  premieré  de  ces 
' équations  nous  apprend  que  le  logarithme 
d’un  produit,*  comme  cd , fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  les  logarithmes  des  fac- 
teurs. La  fécondé  nous  indique  la  pro- 
priété , que  le  logarithme  d’une  firaéHan 
peut  fe  déterminer  en  fouftrayant  le  loga- 
rithme du  dénominateur  de  celui  du  nu- 
mérateur. V 

-'i 


Il  s’enfuir  donc  de  là , que  quand  il  s’agit 
de  multiplier  ou  de  divifer  deux  nombres 
l’un  par  l’autre,  oit  n’a  befoin  que  d’ajou- 
' ter  ou  de  fouflraire  leurs  logarithmes.  Et 
c’eft  là  précifément  en  quoi  confifte  l’uti- 
lité inlîgne  des  logarithmes  dans  le  calcul- 
x.  J 
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Car  qui  ne  voit  qu’il  eft  incomparablement^ 
plus  aifé  d’ajouter  ou  de  fouffraire  des  nom-, 
bres , que  d’en  multiplier  ou  d’en  divifer , 
fur-tout  quand  la  queftion  roule  lur  de 
grands  nombres.  , 

228. 

Les  logarithmes  offrent  des  avantages 
encore  plus  grands , dans  le  calcul  des 
puiffances  & dans  l’extra&ion  des  racines. 
Car  û ch=c , on  a par  la  première  pro- 
priété L.c  +L  c=Lcc  ; par  conféquent 
L.cc  :=  2 L.c.*  On  obtient  pareillement 
L.c’^=3L.c  ; L.c4=4L.c  ; & en  général 
Lc*—nL.  c. 

Si  l’on  fubftitue  maintenant  à n des  nom- 
bres rompus , on  aura , par  exemple , L.c* , 
c’eft-à-dire  , L L.c. 

Enfin , û l’on  fuppofe  que  n repréfente 
des  nombres  négatifs,  on  aura  L.c-1  ou 
L.~= — L.c;  L.c-1  ou  L.^= — 2L.C, 
& ain/î  de  fuite.  Cela  fuit  non-feulement 
de  i’équation  L.c*  = /zL.c , mais  aufli  de 

L J 
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ce  que  , comme  nous  l’avons  vu  plus 
haut,  L.i=o. 

229. 

Si  l’on  a donc  des  tables  dans  Iefquelles 
les  logarithmes  Ce  trouvent  calculés  pour 
tous  les  nombres , on  a , comme  l’on  voit , 
un  puiftant  fecours  pour  venir  facilement 
à bout  de  calculs  très-prolixes , qui  exi- 
geroient  beaucoup  de  multiplications,  de 
divifions , d’élévations  de  puifiances  & d’ex- 
tra&ions  de  racines.  Car  on  trouveroit  dans 
ces  tables  non-feulement  les  logarithmes 
pour  tous  les  nombres  , mais  aufli  les  nom- 
bres pour  les  logarithmes.  Par  exemple , 
s’il  eft  queftion  de  chercher  là  racine  quar- 
rée  du  nombre  c , on  cherche  d’abord  le 
logarithme  de  c , qui  eft  L .c , & prenant 
enfuite  la  moitié  de  ce  logarithme , ou  ^ L.c, 
on  fait  qu’on  a le  logarithme  de  la  racine 
quarrée  qu’on  cherche.  On  n’a  donc  qu’à 
voir  dans  les  tables  quel  nombre  répond 
à ce  logarithme , on  eft  alluré  qu’il  exprime 
la  racine  cherchée. 
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230. 

"Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  nom- 
bres 1,2,  3,4,  5, 6,  &c.  c’eft-à-dire  tou$ 
les  nombres  pofitifs , font  des  logarithmes 
de  la  racine  a & de  Tes  puiffances  pofitives  f 
& par  conféquent  des  logarithmes  de  nom? 
bres  plus  grands  que  l’unité.  Et  au  contraire 
que  les  nombres  négatifs  , comme  — 1 , 
— 2 , &c.  font  les  logarithmes  des  fra&ions 
j y ^ &c.  qui  font  plus  petites  que  l’unité  r 
mais  cependant  encore  plus  grandes  que 
rien. 

11  fuit  de  là  que  fî  le  logarithme  eft  po- 
{itif , le  nombre  eft  toujours  plus  grand  que 
l’unité  ; mais  que  ft  le  logarithme  eft  né- 
gatif, le  nombre  eft  toujours  plus  petit  que 
1 , & pourtant  plus  grand  que  zéro.  Par 
conféquent  on  ne  fauroit  indiquer  des  loga- 
rithmes de  nombres  négatifs , & il  faut  en 
conclure  que  les  logarithmes  des  nombres 
négatifs  font  impolîibles , & qu’ils  appartien- 
nent à la  claffe  des  quantités  imaginaires* 

L 4 
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Il  fera  bon , afin  d’éclaircir  tout  cela  en- 
core mieux , d’adopter  un  nombre  déter- 
ïniné  pour  la  racine  a , & nous  choifirons 
celui-là  même  fur  lequel  on  a fondé  les 
tables  logarithmiques  ordinaires.  C’eft  le 
nombre  1 o ; on  lui  a donné  la  préférence , 
parce  qu’il  fert  déjà  de  bafe  à toute  notre 
Arithmétique.  Mais  on  voit  facilement  que 
tout  autre  nombre  , pourvu  qu’il  fut  plus 
grand  que  l’unité , pourroit  fèrvir  au  même 
ufage.  Quant  à la  raifon  pourquoi  on  ne 
pourroit  pas  fuppofèr  a=  1 , elle  efl  claire  * 
toutes  les  puifTances  ak  fêroient  conflam- 
ment  égales  à l’unité , & ne  pourroient 
jamais  devenir  égales  à un  autre  nombre 
donné  c. 
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CHAPITRE  XXII. 

Des  Tables  de  Logarithmes  ujitées. 

. : 232-  . 

D ans  ces  tables  on  part  de  la  fuppo- 
fition , commè  nous  venons  de  le  dire , 
que  la  racine  a =10.  Ainfi  le  logarithme 
d’un  nombre  quelconque  c eft  l’expofant 
auquel  il  faut  élever  le  nombre  1 o , pour 
qu’il  en  réfulte  une  puiffance  égale  au  nom- 
bre c . Ou  bien , û l’on  défigne  le  logarithme 
de  c par  L.  c , on  aura  toujours  1 oL,c— c. 


; 233- 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le 
logarithme  du  nombre  1 eft  toujours  o* 
& en  effet  on  a io°=i  ; par  conféquent  : 
L.i=oj  L.io=i  ;L.ioo— 2;  L.  1000— 3 -, 
L.  10000=  4;  L.i  00000=5  jL.i  000000=6. 
De  plus 

L.— =— I-  T — — i-  T — î - 

IO  1 î *—  I Dû Z •>  L,lC00- 3> 


IOOOO 

IOOOOOO 
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234. 

Ces  logarithmes  des  nombres  principaux 
fe  déterminent , comme  on  voit , fans  aucune 
peine.  Mais  il  eft  d’autant  plus  difficile  de 
trouver  les  logarithmes  de  tous  les  autres 
nombres , & cependant  il  * eft  néceflaire 
qu’on  les  inféré  dans  les  tables.  Ce  n’eit 
pas  ici  encore  le  lieu  de  donner  toutes  les 
inftru&ions  requifès  pour  cette  recherche , 
nous  nous  contenterons  pour  le  préfent  de 
voir  en  général  ce  quelle  exige. 

23  5- 

D’abord , puifque L. 1 = o & L.  10=1, 
il  eft  évident  que  les  logarithmes  de  tous 
les  nombres  entre  1 & 10  doivent  être 
compris  entre  o & 1 , & être  par  confé- 
quent  plus  grands  que  o & plus  petits  que  1. 

Nous  n’avons  qu’à  confidérer  le  ieul 
nombre  1 j il  eft  certain  que  ion  logarithme 
eft  plus  grand  que  o , & cependant  plus  petit 
que  l’unité  j & fi  nous  défignons  ce  loga- 
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rithme  par  la  lettre  x,  en  forte  que  L.i=x , 
il  faut  que  la  valeur  de  cette  lettre  foit  telle 
qu’on  ait  exa&ement  10* =2. 

Il  eft  facile  auffi  de  fe  convaincre  que  x 
doit  être  beaucoup  plus  petit  que  \ ou  ce 
qui  revient  au  même , que  10*  eft  plus 
grand  que  2.  Car  fi  nous  prenons  de  part  & 
d’autre  les  quarrés , on  trouve  le  quarré  de 
1 o>^=i  o'  & celui  de  2=4;  or  ce  dernier 
eft  de  beaucoup  moindre  que  le  premier. 
De  même  j eft  encore  une  valeur  trop 
grande  pour  a:  , c’eft-à-dire  que  1 o*  eft  plus 

grand  que  2.  Car  le  cube  de  10*  eft  10 
& celui  de  2 ne  fait  que  8.  Mais  au 
contraire  en  ne  faifant  x que  de  ~ on  lui 
donneroit  une  valeur  trop  petite , parce  que 
la  quatrième  puiffance  de  ioi  étant  10  & 
celle  de  2 étant  16 , il  eft  clair  que  toi 
eft  moindre  que  2. 

On  voit  que  x ou  le  L.  2 eft  plus  petit 
que  j- , & cependant  plus  grand  que  On 
peut  déterminer  de  la  même  maniéré  à 
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l’égard  de  toute  fraélion  contenue  entre 
- &| , fi  elle  eft  trop  grande  ou;  fi  elle  eft 
trop  petite.  En  tentant , par  exemple , avec 
V,  qui  eft  une  fraédion  moindre  que  j , & 
plus  grande  que  ^ , il  faudroit  que  1 o* , 
ou  io?  , fût  = z ; ou  bien  que  la  feptieme 
puiflance  de  10%  c’eft-à-dire  io1  ou  100, 
fût  égale  à la  feptieme  puiflance  de  2 ; or 
celle-ci  eft=  128 , & par  conféquent  plus 
grande  que  celle-là.  Nous  concluons  donc 
de  là  que  10^  eft.  aufli  moindre  que  2 , & 
qu’ainfi  | eft  moindre  que  L.  1 , & que  L.  2 
cjui  s etoit  trouvé  plus  petit  que  j-  eft  ce- 
pendant plus  grand  que  à.  • 

Eflayons  encore  une  autre  fra&ion  qui 
foit , en  conféquence  de  ce  que  nous  venons 

de  trouver , comprife  entre  ^ Une  telle 
fraétion  eft  , & il  s’agit  donc  de  voir  fi 
ior°  = 2;  fi  cela  eft , les  dixièmes  puifi* 
fances  de  ces  deux  nombres  font  aufli 
égaies  entr’elles  ; or  la  dixième  puiflance 
de  10^  eft  ..io3=  iooo , & la  dixième 
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puiffance  de  2 eft  = 1024  } il  faut  donc 
conclure  que  1 oA  n’eft  pas  = 2 , que  ^ 
eft  une  fraction  trop  petite  pour  produire 
cette  égalité , 8c  que  le  L.  2 , quoique  plus 
petit  que  j eft  cependant  plus  grand  que 

1 

10*  . 


Cette  confédération  fèrt  à nous  faire  voir 
que  L.  2 a une  grandeur  déterminée , puis- 
que nous  Tarons  que  ce  logarithme  eft  ceL- 
tainement  plus  grand  que  8c  plus  peti^ 
que  j.  Nous  ne  pouvons  pas  aller  plus 
loin  pour  le  préfent , 8c  ppifque  nous  igno- 
rons encore  la  vraie  valeur  de  ce.  loga- 
rithme , nous  l’indiquerons  par  x , en  forte 
que  L.  z===x  j 8c  nous  . montrerons  com- 

• . • • . •î>'  • < * ç # - « * # *• 

ment , fi  elle  étoit  connue.,  bn  pourroit  en 
déduire  les  logarithmes  d’une  infinité  d’au- 
très  nombres.  Nous  nous  fervirons  pour 
cet  effet  de  réquation  rapportée  plus  haut 
L.  cd—  L.c-f-L.<T , qui  renferme  la  pro- 
priété , que  le  logarithme  d’un  produit  ie 
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trouve  en  ajoutant  enfemble  les  logarithmes 

des  fa&eurs. 

237. 

D’abord,  comme  L.u=.r , &L.io=i  , 
BOUS  aurons  L.20=.x:-|-«i  > L.  100=  2 i 

L.iooo=x4"3  > I~*oooo=.r-|-4  . 

& L.  200000= x -f-  5 , &c. 

238. 

Déplus,  comme  L.cI=2L.c&L.c5=îLwr 
& L ,c4=4L.c  , &c.  nous  avons 

L.4=2^/  L.8=)x;  L.i6=4x;  L.}i=fx; 
L.  64 =6x , &c.  & nous  trouvons  par-là 

que 

L.40  = 2jt-J“  1 ; L.400=2Jf-|-  z ; 
L.4000=1JV-|-)  } L.  40000=  2AT-J-4  ,&C. 
L.8o=3*-|-i  ; L.8oo=3Jf-f-2  j 
L.8ooo=3,v-|-3  j L.8oooo=3Jf-(-4,&:c. 
L.  i6o=4^-j-  I ; L.i6oo  = 4A--j- 2 ; 

L.  1 dooo=4^-|-3i  L.  1 6oooo=4^-]-4,&c« 

*39- 

Reprenons  au/Ti  l’autre  équation  fonda- 
mentale , L.  j = L.  c — L ,d9  & fuppofons 
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c=  io , & d==. i } puifque  L.io=i  & 
L.  2= , nous  aurons  L.  ^°ouL.5=i — x, 
& nous  déduirons  de  là  les  équations  fui- 
vantes  : 

L.  jo  — i — x;  L.  5 oo  — j — x; 

L.  5000=4 — x , &c.  . 

L.2J=2 ZX{  L.I2J  = 3 3^,* 

L.625  = 4 — 4X  , &c. 

L 250=3 ZXÏ  L.  2 500  =4 2 Xi 

L.  25000=  5 IX  y &c. 

L.  1250=4 — 3 xi  L.  12500=5  — }x; 

L.  125000=6  — 3*,  &c. 

£-.6250=5 — 4 xi  £..62500=6  — 4 xi 
1^625000=7 — 4X,  &c. 

& ainfi  de  fuite. 

24O. 

Si  Ton  connoiffoit  le  logarithme  de  3 , 
ce  feroit  encore  le  moyen  de  déterminer 
un  nombre  prodigieux  d’autres  logarithmes. 
En  voici  quelques  preuves  , en  luppofant 
le  L3  exprimé  par  la  lettre  y. 
L.)0=y-\-i;  L.3oo=y+ii 
L.  3000=7-!" 3 » &c. 
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L.9=iy;  L.Z7  = 3 ÿt  L.8i  = j^y ; 
. L.  243  = jj',-  &c.  « 

- On  aura  aufïi 

L.  6=x- \-y  ; L.  1 2 = 2 at  -J- j 

L.  i8=jc-|-2j;  * • 

& L.  1 5 =L.  3 -|-L.  5 ==j-f- 1 ■ — x, 

' ' K 24I • :* 

• * » ■ * ■ 4. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  tous,  les 
nombres  proviennent  de  la  multiplication 
des  nombres  qu’on  nomme  premiers.  Si 
l’on  connoiffoit  donc  feulement  les  loga- 
rithmes de  tops  les  nombres  , premiers , on 
pourroit  trouver  par  de  lîmples  additions 
les  logarithmes  de  tous  les  autres  nombres. 
Le  nombre  210,  par  exemple , étant  formé 
des  fa&eurs,  2,3,  5 , 7 , fon  logarithme 
fera = L.  2 - j-  L.  3 -f-  L.  5 L.  7.  Pareille- 

ment, puifque  360  = 2.2.2.3.3.5  =2?  3!  j, 
on  a L.  360=3  L.  z-j-i  L.  3~|- L.  5.  Il  eft 
donc  clair  que  moyennant  les  logarithmes 
des  nombres  premiers , on  peut  déterminer 
ceux  de  tous  les  autres  nombres,  & que 

c’ell 
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ceft  à déterminer  ceux-là  qu’il  faut  s’atta- 
cher avant  toutes  chofes , fi  l’on  fe  propofç 
de  conftruire  des  tables  de  logarithmes. 


CHAPITRE;.  XXIII. 

De  la  manière  de  repréf enter  les  Logarithmes. 

' ; Mïr  ' 

JAI  ous  avons  vu  que  le  logarithme  de  2 
efi  plus  grand  que  ~ & plus  petit  que  | , 
& que  par  conféquent  l’expofant  de  10  doit 
tomber  entre  ces  deux  fra&ions , pour  que 
la  puiflance  devienne— 2.  Or  quoiqu’on 
lâche  cela  , quelque  fraftion  cependant- 
qu  on  adopte  conformément  à cette  condi- 
tion , la  puilîance  qui  en  réfulte  fera  tou- 
jours un  nombre  irrationnel , plus  grand 
ou  plus  petit  que  2 $ & par  conféquent  le 
logarithme  de  2 ne  lâufoit  être  exprimé 
par  une  telle  fra&ion.  Cela  fait  qu’il  faut 
fe  contenter  de  déterminer  la  valeur  de  ce 
Tome  I.  M 
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logarithme  d’une  maniéré  affefc  approchée 
pour  que  l’erreur  devienne  inlènfible.  On 
fe  fert  pour  cela  des  J raclions  décimales  y 
c’eft  ainfi  qu’on  nomme  des  quantités , dont 
la  nature  & les  propriétés  méritent  d’être 
mifes  dans  tout  le  jour  polfible. 

243. 

On  fait  que  dans  la  maniéré  ordinaire 
d’écrire  les  nombres  avec  le  fecours  des  dix 
chiffres  ou  cara&eres 

0 9 * » 1 » 3 » 4 » 7>  ^ , 9 , 

il  n y a que  le  premier  chiffre  à droite  qui 
ait  fa  lignification  naturelle  ; que  les  chiffres 
à la  fécondé  place  lignifient  dix  fois  plus 
que  ce  qu’ils  fignifieroient  à la  première  ; 
que  les  chiffres  à la  troifieme  place  ligni- 
fient cent  fois  davantage  j & ceux  à la  quar 
trieme  mille  fois  davantage,  & ainfi  de 
fuite  y c’eft-à-dire  qu’à  mefure  qu’ils  avan- 
cent vers  la  gauche  ils  acquièrent  une  va- 
leur dix  fois  plus  grande  qu’ils  n’avoient  au 
rang  précédent.  C’eft  ainfi  que  dans  le 
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nombre  1765  le  chiffre  5 eft  au  premier 
rang  à la  droite,  & lignifie  auffi  5 réel- 
lement. Au  fécond  rang  eft  6 ; mais  ce 
chiffre , au  lieu  de  lignifier  6 , indique  10.6 
ou  60.  Le  chiffre  7 eft  au  troifieme  rang  J 
& lignifie  100.7  ou  700.  Enfin  le  1 , qui 
eft  au  quatrième  rang , lignifie  1000  ; voilà 
donc  pourquoi  on  prononce  le  nombre  pro-"  \ 
pofé  de  cette  maniéré , 

Un  mille  ( ou  mille , ) fept  cent , foixante 
& cinq.  , 

* 44-  • 

Puilque  la  valeur  des  chiffres  devient 
toujours  dix  fois  plus  grande  en  allant  de 
la  droite  vers  la  gauche , & que  par  con- 
féquent  elle  devient  continuellement  dix 
fois  moindre  en  allant  de  la  gauche  vers 
la  droite  , on  pourra  en  le  conformant  à 
cette  loi  avancer  encore  davantage  vers 
la  droite  , & on  obtiendra  des  chiffres  dont 
la  lignification  continuera  de  devenir  dix 
fois  moindre.  Mais  à quoi  il  faudra  bien 

M * 
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faire  attention ,.  c’efi:  la  place  où  les  chiffres 
ont  leur  valeur  naturelle , on  l’indique  par 
une  virgule  qu’on  met  après  ce  rang.  Si 
l’on  rencontre  donc , par  exemple , le  nom- 
bre 36,54852,  voici  comme  il  faut  l’en- 
tendre : le  chiffre  6 d’abord  a fa  valeur 
naturelle  j 8c  le  chiffre  3 , qui  efl  au  fécond 
rang,  fignifie  30.  Mais  le  chiffre  5 qui  vient 
après  la  virgule  , ne  fignifie  que  ~ 9 en- 

fuite  le  4 ne  vaut  que  " } le  chiffre  8 figni- 
fie iL  i le  chiffre  9 hgnifie  ^ j & le 
chiffre  *7“^.  On  voit  donc  que  plus 
ces  chiffres  avancent  vers  la  droite , plus 
leurs  valeurs  diminuent , 8c  qu’à  la  fin  ces 
valeurs  deviennent  fi  petites , qu’on  peut 
avec  raifon  les  regarder  comme  milles  (*)• 

• (*)  Les  opérations  de  l’Arithmétique  fe  pratiquent 
fur  les  fraûiçns  décimales,  de  la  même  maniéré  que'  fur 
les  nombres  entiers  m9  if  y a feulement  quelques  précau- 
tions à prendre  après  l’opération  pour  placer  la  virgule 
qui  fépare  les  nombres  entieiY  des  décimalès.  On  peut 
confulter  fur  ce  fujet  prefque  .tous  les  Triités  d’ Arithmé- 
tique. lyrique  dans  la  multiplication  de  cés  fractions  le 
multiplicande  6c  le  mulûplicateur  ont  un  grand  nombre 
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V oilà  l’efpece  de  nombres  qu’on  nomme 
fra&ions  décimales  , & c’eft  de  cette  ma- 
niéré auffi  qu’on  indique  les  logarithmes 
dans  les  tables.  On  y exprime  , par  exem- 
ple, le  logarithme  de  z par  0,3010300,011 
nous  voyons  i.°  que  puifqu’il  y a un  o de- 
vant la  virgule , ce  logarithme  ne  fait  pas  un 
entier  3 20.  que  fa  valeur  efl  — 4-  — -4 — — 

I 10000  l 100000  1 1000000  } 10000000*  peut 
remarquer  qu’on  auroit  bien  pu  omettre 
les  deux  derniers  zéros , mais  c’eft  qu’ils 
fervent  à indiquer  que  le  logarithme  en 
queftion  ne  contient  aucune  de  ces  parties 
qui  ont  1000000  & 10000000  pour  dé- 
nominateur. On  ne  nie  pas.au  relie  qu’on 

de  décimales,  l’opération  ferait  fort  longue  & donnerait 
un  réfulat  beaucoup  plus  exaft  qu’on  n’en  a befoin  com- 
munément ; mais  on  peut  b fimplifier  par  une  méthode 
qui  ne  fe  trouve  pas  dans  beaucoup  <f  Auteurs , & que 
M.  Marie  a indiquée  dans  fon  édition  des  Leçons  de 
Mathématiques  de  M.  de  la  Caille , où  il  explique  auflî 
une  méthode  femblable  pour  la  diviûon  des  décimales. 

' M 3 
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n’eût  pu  trouver , en  continuant  encore  , 
des  parties  plus  petites  * mais  pour  ce  qui 
eft  de  celles-ci  on  les  néglige  à caufe  de 
leur  extrême  peti  telle. 

246. 

Le  logarithme  de  3 fe  trouve  exprimé 
dans  les  tables  par  0,4771213  ; on  voit 
donc  qu’il  ne  contient  point  d’entier , & 
qu’il  eft  compofé  des  fraéHons  fuivantes  : 
± j L 1 z 1 1 | 1_  1 , 1 _ 

IO  I IOO  I IOOO  I IOOOO  I IOOOOO  I IOOOOOO 

4 3- — . Mais  il  ne  faut  pas  croire  que 

de  cette  maniéré  le  logarithme  foit  aftigné 
avec  la  derniere  précifton.  On  peut  feu- 
lement être  certain  que  l’erreur  eft  moin- 
dre que  de  10Ooôo^  i il  eft  vrai  d’un  autre 
côté  que  cette  erreur  eft  fi  petite , qu’on 
peut  très-bien  la  négliger  dans  la  plupart 
des  calculs. 


247. 

Suivant  cette  façon  d’exprimer  les  lo- 
garithmes, celui  de  1 doit  être  indiqué 


Digitized  by  Google 


Z>\  A L Q E B R E.  I £ J 

par  0,0000000,  puifqu’il  eft  réellement 
=o.  Le  logarithme  de  ioeft  1,0000000, 
où  l’on  reconnoît  qu’il  eft  exa&ement=  1. 
Le  logarithme  de  1 00  eft  1,0000000  , ou 
exa&ement=  1.  Et  l’on  peut  en  conclure 
que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  qui 
font  contenus  entre  10  & 100,  & par  con- 
féquent  compofés  de  deux  chiffres , que  ces 
logarithmes , dis-je , font  compris  entre  1 
& 1 , & par  conféquent  qu’ils  doivent  s’ex- 
primer par  1 -j-unefra&ion  décimale.  C’eft 
ainfi  que  L.  jo  = 1,6989700  $ fa  valeur 
eft  donc  l’unité , & outre  cela  73  -j"" 

-1 — * — I — ? — j — 1— . On  n’aura  pas  de 

■ 1000  1 10000  I IOOOOO  i 

peine  à remarquer  de  même  que  les  loga- 
rithmes des  nombres  entre  100  & »ooo 
s’expriment  par  2 entiers  avec  une  fraétion 
décimale.  Ceux  des  nombres  entre  1000 
& 10000  , par  3 -}-  une  fraéHon  décimale. 
Ceux  des  nombres  entre  1 0000  & 1 00000 
par  4 entiers  joints  à une  telle  fraélion  , 
& ainff  de  fuite.  Le  log.  800 , par  exem- 
le,  eft  = 2,9030900  j celui  de  1290  eft 

3>Î5983  5 * 9 Miv 
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248. 

Les  logarithmes  au  contraire  des  nom- 
bres moindres  que  1 o , ou  qui  ne  s’expri- 
ment que  par  un  feul  chiffre  , ne  font  pas 
un  entier,  & voilà  pourquoi pn  trouve  un 
o devant  la  virgule.  Ainft  nous  avons  deux 
parties  à conlidérer  dans  un  logarithme.  La 
première  eft  celle  qui  précédé  1^  virgule 
& qui  indique  les  entiers  quand  il  y en  a } 
l’autre  indique  les  ffaéHons  décimales  qu’il 
faut  ajouter  aux  entiers.  La  partie  première 
ou  entière  d’un,  logarithme  , qu’on  nomme 
le  plus,  fouvent  la  caraSériJiique , fe  déter- 
mine facilement  d’après  ce  que  nous  avons 
dit  dans  l’article  précédent.  Elle  çfto  pour 
tous  les  nombres  qui  n’ont  qu’un  chiffre  -, 
elle  eft  1 pour  ceux  qui  en  ont  deux  ; elle 
eft  1 pour  ceux  qui  en  ont  trois , & en 
général  elle  eft  toujours  d’une  unité  moindre 
que  le  nombre  des  chiffres.  Si  donc  on 
demande  le  logarithme  de  17 66,  on  fait 
déjà  que  la  première  partie , ou  celle  des 
entiers , eft  3 néceffairement. 
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Ainfi  réciproquement  on  reconnoît  à la 
première  infpe&ion  de  la  première  partie 
d’un  logarithme , de  combien  de  chiffres 
eft  compofé  le  nombre  qui  répond  à ce 
logarithme  ; puifque  le  nombre  de  ces 
figures  eft  toujours  d’une  unité  plus  grand 
que  la  partie  des  entiers  du  logarithme.  Si 
on  avoit  trouvé , par  exemple,  pour  le  loga- 
rithme d’un  nombre  inconnu  6,4 771113  , 
on  /âuroit  d’abord  que  ce  nombre  doit  être 
de  lèpt  chiffres , & plus  grand  que  1 000000. 
Et  en  effet  ce  nombre  eft  3000000  ; car 
log . 3000000  = L 3 -{-  L.  1 000000.  Or 
L. 3=  0,4771213  , & L.  1000000  = 6, 
St  la  fomme  de  ces  deux  logarithmes  eft 
6,4771213.  t 

...  ..  2 50. 

-,  Le  principal  pour  chaque  logarithme  eft 
donc  la  fra&ion  décimale  qui  fuit  la  vir- 
gule , laquelle  même  une  fois  connue  fert 
pour  plufieurs  nombres,  Pour  prouver  ceci, 
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confidérons  le  logarithme  du  nombre  $65  1 
fa  première  partie  eft  z fans  contredit  j 
quant  à l’autre  ou  la  fra&ion  décimale  , 
indiquons-la , pour  abréger , par  la  lettre  x • 
Nous  avons  donc  L.  3 6 5 = z -}-  Or  en 
multipliant  continuellement  par  10,  nous 
auronsL.3650=3*-}-**i  ^36500=4-)-^» 
£.365000=5-!"^  » & de  fuite.  Mais 
nous  pouvons  aufii  rebroufler  & divifer 
continuellement  par  1 o , cela  nous  don- 
nera L 36,5  = 1 -f- x;  L 3,65 
1*0,365= — i-f -x;  1*0,0365  = — i-\-x  » 
L.  0,003  6 5 = — » & ainfi  de  fuite. 

..  251. 

Tous  ces  nombres  donc  qui  proviennent 
des  figures  365  , foit  précédées,  foit  fui- 
vies  de  zéros,  ont  toujours  la  même  frac- 
tion  décimale  pour  fécondé  partie  du  loga- 
rithme j & toute  la  différence  roule  fur 
le  nombre  entier  qui  eft  devant  la  virgule  , 
lequel  peut  même , comme  nous  avons  vu, 
devenir  négatif,  favoir  quand  le  nombre 
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propofé  eft  plus  petit  que  i.  Or  comme 
les  Calculateurs  ordinaires  ont  de  la  peine 
à traiter  les  nombres  négatifs , on  a cou- 
tume dans  ce  cas  d’augmenter  de  10  les 
entiers  du  logarithme  , c’eft-à-dire  qu’on 
écrit  10  au  lieu  de  o devant  la  virgule. 
De  forte  qu’à  la  place  de  — i on  a 9; 
au  lieu  de  — 1 on  a 8 ; au  lieu  de  — 3 
on  a 7 , &c.  Mais  il  ne  faut  jamais  oublier 
alors  que  la  cara&ériftique  a été  prifè  de 
dix  unités  trop  grande  , & ne  pas  s’ima- 
giner que  le  nombre  eft  de  1 o , ou  9 ou  8 
chiffres.  On  fent  bien  que  fi  dans  le  cas 
dont  nous  parlons , cette  cara&ériftique  eft 
plus  petite  que  10 , on  ne  peut  commencer 
à écrire  les  chiffres  du  nombre  qu’après 
une  virgule.  Par  exemple , que  fi  la  carac- 
tériftique  eft  9 , on  doit  commencer  au 
premier  rang  après  une  virgule } que  fi  elle 
eft  8,  il  faut  mettre  encore  un  zéro  à ce 
premier  rang , & ne  commencer  à écrire 
les  chiffres  qu’au  fécond  rang.  C’eft  ainfi 
que  9,5622929  feroit  le  logarithme  de 
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o ,j6ç  , & 8,5622929  le  log.  de  0,0365* 
Mais  c’eft  dans  les  tables  des  finus  princi- 
palement qu’on  fait  ufage  de  cette  maniéré 
d’écrire  les  logarithmes. 

2 52. 

On  trouve  dans  les  tables  ordinaires  les 
décimales  des  logarithmes  pouffées  jufqu’à 
fept  chiffres  ou  figures  , dont  la  derniere 
par  conféquent  indique  les  — & on 
eff  sûr  qu’ils  ne  font  jamais  en  défaut  d’une 
telle  petite  partie  entière , & quq  l’erreur 
ne  peut  donc  être  d’aucune  importance. 
11  y a cependant  des  calculs  où  l’on  a befoin 
d’une  précifion  encore  plus  particulière $ 
on  fe  fert  alors  des  grandes  tables  de  Vlacq  , 
où  les  logarithmes  fe  trouvent  calculés  en 
dix  décimales. 

*53- 

Comme  la  première  partie , ou  la  carac- 
tériftique  d’un  logarithme  , n’eft  fujette  à 
aucune  difficulté  , on  l’indique  rarement 
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dans  les  tables  $*  on  n’y  exprime  que  la 
fécondé  partie , ou  les  fept  figures  de  la 
fraôion  décimale.  On  a des  tables  angloifes 
où  l’on  trouve  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  depuis  i jufqu’à  100000,  Ôc , 
même  ceux  de  nombres  plus  grands  J parce 
que  de  petites  tables  additionnelles  indi- 
quent ce  qu’il  faut  ajouter  aux  logarithmes, 
à raifon  des  chiffres  que  les  nombres  pro- 
pofés  ont  de  plus  que  dans  les  tables.  On 
trouve,  par  exemple,  le  logarithme  de 
379456  facilement , par  le  moyen  de  celui 
de  37945  & des  petites  tables  dont  nous 
parlons  (*). 

(’)  Ces  tables  angloifes  font  celles  que  Schcrwin  publia 
au  commencement  de  ce  fiecle  , & qui  ont  été  réim- 
primées plufieurs  fois  ; on  les  trouve  auflî  dans  les  tables 
de  Guiincr , dont  les  Agronomes  fe  fervent  communé- 
ment , & qui  viennent  d êrre  réimprimées  à Avignon. 
Il  eft  bon  de  remarquer  à l’égard  de  ces  tables  , que 
comme  les  logarithmes  n’y  font  pouffés  que  jufqu’à  fept 
caraâeres , abftraélion  faite  de  la  cara&énftique , on  ne 
peut  par  leur  moyen  opérer  avec  une  entière  exaéhtude 
que  fur  des  nombres  qui  n’aient  pas  plus  de  fix  carac- 
tères , mais  quand  on  emploie  les  grandes  tables  de  Vlacq  , 
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2 54. 

On  comprendra  aifément  par  ce  qui  a 
été  dit , comment , ayant  trouvé  un  loga- 
t rithme , on  doit  prendre  dans  les  tables  le 

où  les  logarithmes  font  poulies  jufqu’à  dix  cara&eres  en 
décimales , on  peut , en  prenant  les  parties  proportion- 
nelles , opérer , fans  commettre  aucune  erreur , fur  des 
nombres  qui  aient  jufqu’à  neuf  caraéleres.  La  raifon  de 
ce  que  nous  venons  de  dire  fit  les  moyens  de  faire  fervir 
facilement  ces  tables  à des  opérations  fur  de  plus  grands 
nombres,  fe  trouvent  très-bien  expliqués  dans  les  Elé- 
ment (T Algèbre  de  Saund&rson  , Liv,  IX , II.e  Part. 

Ces  tables , au  relie  , ne  donnent  direélement  que  les 
logarithmes  qui  répondent  à des  nombres  propofés  , & 
lorfqu’on  veut  repaffer  des  logarithmes  aux  nombres, 
comme  on  rencontre  rarement  dans  les  tables  le  loga- 
rithme que  l’on  a , on  eft  obligé  le  plus  fouvent  de 
chercher  ces  nombres  par  une  méthode  d 'interpolation , 
c efl-à-dire , par  une  voie  indireâe.  Pour  fuppléer  à ce 
défaut  on  a calculé  en  Angleterre  une  autre  table  , qui 
a été  publiée  à Londres  en  1741 , fous  le  titre  de  The 
Anti-  logarithme  Canon  , &c.  by  James  DodSon  , & qui 
dl  encore  aflfez  peu  connue  ; on  y trouve  les  décimales 
des  logarithmes  rangées  par  ordre  depuis  0,0001  jufqu’à 
1,0000 , & à côté  les  nombres  correfpondans  poulies 
jufqu’à  onze  chiffres  ; on  y trouve  auffi  les  parties  pro- 
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nombre  qui  lui  convient.  Cela  deviendra 
encore  plus  clair  par  un  exemple  : mul- 
tiplions les  nombres  343  & 2401.  Puif- 
qu’il  faut  ajouter  enfemble  les  logarithmes, 
on  écrira  le  calcul  de  la  façon  qui  fuit  : 

L.  343=i» H5294i 
L.  240 1=3,3803922 


5,9156863 

6847 

Tô. 


Le  nombre  cherché  eft  donc  823543. 
Car  la  fomme  efl  le  logarithme  du  pro- 
duit cherché  j on  voit  par  fa  cara&ériflique 

5 que  ce  produit  eft  compofé  de  dx  chiffres, 

6 ceux-ci  fe  trouvent  par  le  moyen  de 
la  fraéfion  décimale  & de  la  table , être 

813543- 


255* 

Comme  c’eft  en  particulier  dans  l’ex- 
traéfion  des  racines  que  les  logarithmes 


|»rtionneites  néceïïaires  pour  déteroi  ner  les  nombre* 
qui  répondent  aux  logarithme*  intermédiaires  qui  ne  fe 
trouvent  pas  dans  la  table. 
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rendent  de  grands  fervices  , donnons  auffi 
un  exemple  de  la  maniéré  dont  on  les 
applique  à cette  partie  du  calcul.  Suppofez 
qu’il  s’agiiïe  d’extraire  la  racine  quarrée  de 
10.  Vous  divifez  Amplement  par  2 le  lo- 
garithme de  1 o , qui  eft  1 ,0000000  -,  le 
quotient  0,5  000000  eft  le  logarithme  de  la 
racine  cherchée.  Or  le  nombre  qui  dans 
les  tables  répond  à ce  logarithme  , eft 
3,16128  , dont  le  quarré  eft  effe&ivement 
égal  à 1 o , à un  cent  millième  près  dont 
il  eft  plus  grand. 


I 


Section 
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SECTION  SECONDE. 


Des  différentes  Méthodes  de  Calcul 
pour  les  Grandeurs  compofées  ou 
complexes . 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  F Addition  des  Quantités  complexes . 


256. 

XjOrsqu  on  a deux  ou  plufîeurs  for- 
mules compofées  de  plufîeurs  termes  à 
ajouter  enfémble  , on  ne  fait  fouvent  qu’in- 
diquer cette  addition  par  des  lignes , en 
mettant  chaque  formule  entre  deux*pa- 
renthefes,  & en  la  liant  avec  les  autres 
par  Je  moyen  du  .ligne  S’il  s’agit , par 
exemple , d’ajouter  enfémble  les  formules 
Tome  /.  N 
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a-\-b-\-c  & d -\-e  +/,  on  indique  la 
fomme  en  cette  maniéré  : 

( a b -}-  c ) + ( e +/)• 

257. 

On  fent  bien  que  ce  n’eft  pas  là  effeéluer 
îaddition , que  ce  n’eft  que  l’indiquer.  Mais 
on  voit  aufli  que  pour  la  faire  réellement 
on  n’a  qu’à  omettre  les  crochets  ; car  le 
nombre  d-\-e-\-f  devant  être  ajouté  à 
l’autre , on  fait  que  cela  fe  fait  en  y joignant 
d’abord  -\-d , enfui  te  -j-  e & enfuite  -f-  f ; 
ce  qui  donne  donc  la  fomme  a-\-b-\~c 

+ ^+*+/- 

On  fuivroit  la  même  voie , fi  quelques- 
uns  des  termes  étoient  affe&és  du  figne  — 5 
il  faudroit  les  joindre  de  la  même  façon , 
moyennant  le  figne  qui  leur  eft  propre. 

258. 

Afin  de  rendre  ceci  plus  clair,  nous 
confidérerons  un  exemple  en  nombres  purs, 
nous  nous  propoferons  d’ajouter  à la  for*! 
mule  12— M cette  autre  15—  6.  Si  nous 
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commençons  donc  par  ajouter  1 ç , nous 
aurons  12  — 8 -j-  1 5 $ or  c’étoit  ajouter 
trop , puifqu’il  ne  falloit  ajouter  que  1 5 —6, 
& il  eft  clair  que  c’eft  6 que  nous  avons 
ajouté  de  trop.  Otons , reprenons  donc  ces 
6 en  les  écrivant  avec  leur  ligne  négatif, 
nous  aurons  la  fomme  véritable 
12  — 8-f-ij  — 6. 

D’où  l’on  voit  que  les  fommes  fe  trou- 
vent en  écrivant  tous  les  termes , chacun 
avec  le  ligne  qui  lui  eft  propre, 

*59- 

S’il  eft  donc  queftion  d’ajouter  la  for- 
mule d — e — fk  la  formule  a — b-\ -c , 
on  exprimera  la  fomme  ainli  : 

a — b-^-c-dç-d — e — f , ■ 
en  remarquant  cependant  qu’il  n’importe 
en  rien  dans  quel  ordre  on  écrit  ces  termes. 
On  peut  les  changer  de  place  à volonté , 
pourvu  qu’on  leur  conièrve  leurs  lignes. 
Cette  fomme  pourroit , par  exemple , 
s’écrire  ainfi  : 

c — c -|—  ci  — d — b» 

N 2 
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260. 

On  voit  allez  que  l’addition  ne  fouffre 
aucune  difficulté  , de  quelque  forme  que 
foient  les  termes  à ajouter.  S’il  falioit  ajouter 
enïèmble  les  formules  id*  -{-  6 \/ b — 4 L.  c 

& 5 y/ a — 7 c , on  écriroit 

laî  -j-  6 y/£  — 4 L.c-{-  5 y/a  — 7 c , 
foit  dans  cet  ordre  même , foit  en  chan- 
geant cet  ordre  des  termes.  La  fomme 
reviendra  toujours  à cela,  It  l’on  ne  change 
pas  les  fignes. 

261. 

Mais  il  arrive  fouvent  que  les  fommes 
trouvées  de  cette  maniéré  peuvent  fe  ré- 
duire conlidérablement  : favoir,  quand 
deux  ou  plufieurs  termes  fe  détruilènt  les 
uns  les  autres.  Par  exemple , fi  l’on  ren- 
contre dans  une  même  fomme  les  termes 
ou  3 a — ou  bien  quand 
on  peut  réduire  deux  ou  plulîeurs  termes 
en  un  lèul.  Voici  des  exemples  de  cette 
fécondé  rédu&ion  : 


1 
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3 a-\-ia==z  ^a;yb — yb=z-\-4b; 

— 6c-f-  ioc  = -}"4c  > 

5a  — 8 a = — 3 a;  — jb-\-b  = — 61% 

— 3c  — 4C=  — jet 

la — — la; — 3 b — 5 b-\-ib=z — 6b. 

On  peut  donc  abréger  toutes  les  fois  que 
deux  ou  plufieurs  termes  font  entièrement 
les  mêmes  quant  aux  lettres.  Mais  il  ne 
faut  pas  confondre  ces  cas  avec  ceux-ci 
laa-^-^a,  ou  2 b1 — b* ; ceux  de  cette 
elpece  ne  fouffrent  point  de  réduéiion* 

262* 

1 . 

Confidérons  encore  quelques  exemples 
de  rédu&ion  j le  fuivant  nous  conduira 
d’abord  à une  vérité  très-utile.  Suppofez  qu’il 
faille  ajouter  enfemble  les  Formules  a b 
& a — b ; notre  réglé  donne  a-\-b-\-a — b ; 
or  a-j-a=ia,  & b — b— o;  la  fomrne 
eft  donc  ia  ; par  conféquent  fî  l’on  ajoute 
enfemble  la  fomme  de  deux  nombres  (a  -j-^) 
& leur  différence  (a— b)  y on  obtient  le 
double  du  plus  grand  de  ces  deux  nombres* 

N } 
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Voici  encore  d’autres  exemples  : ? 


3 a — ib — c 

a 5 — 1 aab- 1-  labb 

5 b — 6c-\-a 

— aab-^-iabb — b 1 

4a+!>b—7c 

a 5 — yaab  -|-  4 abb — b\ 

CHAPITRE  IL 

De  la  Soujlraclion  des  Quantités  complexes . 

263. 

Si  on  ne  veut  qu’indiquer  la  fouftraflion, 
on  enferme  chaque  formule  entre  deux 
crochets',  en  joignant  par  le  ligne  — la 
formule  qui  doit  être  fouftraite  à celle  dont 
il  faut  la  fouftraire.  ■>  ' • /.  . 

En  fouftrayant , par  exemple , la  formule 
d — e-^-fàe  la  formule  a—b-^c , on  trouve 
le  refte  - - ■ - ' 

(a  — b-\-c  ) — ; 

&r  cette  façon  de  l’indiquer  donne  fuffifatn- 
ment  à connoître  laquelle  des  deux  for- 
mules doit  être  fouftraite  de  l’autre. 
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26  4. 

■ 

Mais  quand  on  veut  effectuer  réellement 
la  fouftraélion , il  faut  obferver  première- 
ment , qu’en  fouftrayant  d’une  quantiré  a 
une  autre  quantité  pofitive  + 6,  on  obtient 
a — b . Eh  fécond  lieu  , qu’en  fouftrayant 
de  a une  quantité  négative  — b , on  ob- 
tient a-\-b  i parce  qu’ôter  à quelqu’un  une 
dette  eft  autant  qüe  lui  donner  quelque 
choie. 

265. 

, Suppofons  maintenant  qu’il  s’agifle  de 
fouftraire  de  la  formule  a-— c la  formule 
b—df  on  ôtera  d’abord  b;  ce  qui  donne 
a — c — b : or  c’étoit  ôter  la  quantité  d de 
trop  ,puifqu’il  ne  falloit  fouftraire  que  b — di 
il  faudra  donc  reftituer  la  valeur  de  d 9 
& on  aura 

a — c—  b -J-  d f 

d’où  il  eft  évident  qu’il  faut  changer  les 
lignes  des  termes  de  la  formule  à fouftraire , 

N 4 
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& les  joindre  avec  ces  lignes  contraires  aux 

termes  de  l’autre  formule. 

* 

266. 

Il  ell  donc  facile,  moyennant  cette  réglé, 
de  faire  la  fouftraftion,  puifqu’on  ne  fait 
qu’écrire  , telle  qu’elle  ell , la  formule  de 
laquelle  il  faut  fouftraire , & que  l’autre 
s’y  joint  fans  autre  changement  que  celui 
des  lignes.  C’eft  ainlî  que  dans  le  premier 
exemple , où  il  s’agilfoit  de  fouftraire  de 
a — b-\-c  la  formule  d-*-e-\-f , on  obtient 
a — j— c — d-\-e — f, 

' Un  exemple  en  nombres  rendra  cela 
encore  plus  clair.  Si  on  foultrait  la  formule 
6 — 2 + 4 de  9 — 3 + 2 , on  obtient 
9 — 3 + 1 — 6+2  — 4=0, 
cela  ell  évident  j car  9 — 3 — x = 8 j de 
même  6 — 2+4  = 8}  or  8— 8 = 0. 

267.  - 

La  foullraélion  n’étant  donc  fujette  à 
aucune  difficulté,  il  ne  relie  qu’à  faire 
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remarquer  que  fi  dans  le  refte  il  le  trouve 
deux  ou  plufieurs  termes  tout-à-fait  fem- 
blables  quant  aux  lettres  , ce  refte  peut  lé 
réduire  à une  exprelfion  plus  abrégée , 
fuivant  les  mêmes  réglés  que  nous  avons 
données  pour  les  Tommes  dans  l’addition. 

268. 


Qu’on  ait  à fouftraire  de  a-\-b , ou  de 
la  Tomme  de  deux  quantités  , leur  différence 
a — b , on  aura  d’abord  a -j-  £ — a-\-b  ; or 
a — a= o & b-\-b=zib  ; le  refte  cherché 
eft  donc  2 b , c*eft-à-dire  le  double  de  la 

plus  petite  des  deux  quantités. 

» 

• » 

269.  ' • 


Les  exemples  fuivans  tiendront  lieu 
d’éclairciflemens  ultérieurs  : 


aa  -\-ab-\-bb 
bb-^-ab — aa 


X aa* 


3a— 4^+5c 
1 b-^—j^c — 6a 


9 a— 6^-j-c. 


I * 


tôt  . E L É M E N S 

a?-\-}aab~\-iabb-\-b' 
a } — }aab-\-  3 abb — b ’ 

6aab 1 b*. 

.+  ■ ■■  ■■  

^a-\-  l \/  b 

\/*— 3 \/b 

+ 5 Vb- 

waitiKsmnmiÊCB^KÊBEÈExmnarum  ■irrrra  ii«i»Mai«BaBM<bam» 

CHAPITRE  III. 

Ve  la  multiplication  des  Quantités 
complexes • 

270.’- 

Lorsqu’il  n’eft  queftion  que  d’indiquer 
Simplement  une  telle  multiplication  , on 
met  entre  deux  crochets  chacune  des  for- 
mules qui  doivent  être  multipliées  enfem- 
ble , & on  les  joint  les  Unes  aux  autres , 
quelquefois  fans  aucun  ligne  , quelquefois 
en  mettant  un  «point  ou  le  ligne -x  entre 
deux.  Par  exempl.  pour  indiquer  le  produit 
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des  deux  formules  a — b-\-c  & d — e~\~f 
multipliées  l’une  par  l’autre , on  écrit 

{a — Æ+c) . (d — e-f/)  OU  (a — b-\-c)  X (d — e+/). 

On  fe  fèrt  beaucoup  de  cette  façon  d’in- 
diquer les  produits , parce  qu’elle  donne 
à connoître  fur  le  champ  de  quels  faéleurs 
ils  font  compofés.  v 

271. 

Mais  pour  montrer  comment  on  doit  s’y 
prendre  pour  faire  une  multiplication  ef- 
feéfive,  nous  remarquerons  d’abord  que 
pour  multiplier , par  exemple , une  formule 
comme  a — b-\-c  par  1,  on  en  multiplie 
chaque  terme  féparément  par  ce  nombre  9 
de  forte  qu’on  obtient  • 

2T2 — 1 b-\*  le. 

Or  la  même  chofe  a lieu  pour  tous  les 
autres  nombres.  Si  c’étoit  par  d qu’il  fallût 
multiplier  la  même  formule  , on  obtien- 
droit 

ad — bd-\-cd. 
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272. 

Nous  avons  fuppofé  tout-à-l*heure  que 
d étoit  un  nombre  politif  ; mais  fi  c’eft  par 
un  nombre  négatif  comme  — e , que  la 
multiplication  doit  fe  faire , il  faut  fe  rap- 
peler la  réglé  que  nous  avons  donnée  plus 
haut , que  deux  lignes  contraires  multipliés 
enfemble  font  — , & que  deux  lignes  égaux 
donnent  On  aura  donc  : 

— ae-\-be — ce, 

, ,* 

273. 

Pour  faire  voir  à préfent  comment  une 
formule , comme  A , qu  elle  foit  limple  ou 
complexe , doit  être  multipliée  par  une 
formule  complexe  d — e ; nous  conlidére- 
rons  d’abord  un  exemple  en  nombres  or- 
dinaires, en  fuppofant  que  A doive  être 
multiplié  par  7 — 3.  Or  il  eft  évident  que 
c’elt  ici  le  quadruple  de  A qu’on  demande  ; 
car  li  l’on  prend  d’abord  A fept  fois , il  fau- 
dra fouftraire  enfuite  A pris  trois  fois. 
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En  général  donc  s’il  s’agit  de  multiplier 
par  d — e , on  multipliera  la  formule  A 
d’abord  par  d & enfuite  par  e , & on  fouf* 
traira  ce  dernier  produit  du  premier  $ d’où 
réfulte  dA  — t A, 

Suppofons  maintenant  A=a — b , &r  que 
c’eft  cette  quantité  ci  qu’il  faut  multiplier 
par  d — e i nous  aurons 

dA=ad — bd 
cA=ae — bc$ 

doncleprod.  cherc.  = a^ — bd — ae-\-bem 

1 

* 74 • 

Puifque  nous  connoiflons  donc  le  pro- 
duit (a — b).  ( d — c),&  que  nous  n’avons 
pas  lieu  de  douter  de  fa  jufteffe , nous  nous 
remettrons  le  même  exemple  de  multipli- 
cation fous  les  yeux  , fous  la  forme  que 
voici  ; 

a — b 
d — c 

ad — bd — ae-\-be*  > 
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\ * - • 

9 

11  nous  fait  voir  qu’il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  la  formule  fupérieure  par  chaque 
terme  de  la  formule  inférieure , & que  pour 
ce  qui  regarde  les  fignes  il  faut  obferver 
ftri&ement  la  réglé  donnée  plus  haut -,  réglé 
qui  fe  confirmeroit  par-là  entièrement , fi 
elle  avoit  pu  être  révoquée  en  doute  le 
moins  du  monde. 

*75- 

* ai.  • 

* 'II  fera  facile , d’après  cette  réglé , de 
calculer  l’exemple  fuivant , qui  efi:  de  mul- 
tiplier a- j- £ par  a — b : 

a + b 

i 

a — b 

aa-\-ab 
— ab — bb 

le  produit  fera  = aa  — b b. 

276.  •. . 

V 

On  fait  qu’on  peut  fabfiituer  pour  a&b 
des  nombres  déterminés  à volonté  $ ainfi 
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l’exemple  que  nous  venons  de  donner, 
renferme  le  principe  que  voici  : le  produit 
de  la  fomme  de  deux  nombres  multipliée 
par  leur  différence  eft  égal  à la  différence 
des  quarrés  de  ces  nombres.  On  peut  ex- 
primer cette  vérité  en  cette  maniéré  : 

( a-\-b ) x ( a — b)—aa  — bb . 

Et  on  en  conclut  cette  autre  vérité  : que 
la  différence  de  deux  nombres  quarrés  eft 
toujours  un  produit , & divifible  tant  par 
la  fomme  que  par  la  différence  des  racines 
de  ces  deux  quarrés  \ & que  par  confé- 
quent  la  différence  de  deux  quarrés  ne 
peut  jamais  être  un  nombre  premier. 

277* 

Calculons  encore  quelques  autres  exem- 
ples : 

I.)  ia — 3 II.)  4aa — 6a-\- 9 

a-j-2  [— 3 

laa — 3 a 8a’ — naa-|-i8a 

-f-4  a— 6 1 iaa — 1 8a-|-i7 

2aa-|~  a — 6.  8a’-|-i7. 
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III.)  3 aa — 2 ab  -r-bb 
i a — 4 b 

6a? — 4 aab — xabb 

— I iaab-^-^abb-\- 4b* 

6a} — 1 6aab-^-6abb-^-j±bl. 


IV.)  aa-\-iab  -^-ibb 
aa — zab  -j -ibb 

aA-\-  2 a?b-\-xaabb 
— >ia?b — j^aabb — 4 ab' 

‘-\-iaabb-^-^ab1  -\-abA 

a*  —J—  4 b*  » 


V.)  2 aa — 3 ab  — 4 bb 
3<z<z — lab  ~\~bb 

6aA — 9 a?  b — 1 xaabb 

—4 a?  b -lç-6aabb-\-%ab' 

\-raabb — 3 abJ: — 4 b4 

6aA — i$a}b — ^aabb-^-^ab^-r-j^b*, 

• * ' l 

vio 
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VI.) 

aa-\-bb  -j-cc — ab—ac—bc 
a+b  -\-c 

• 

a>  -\-abb-\-acc — aab — aac — abc 

—abb — acc-\-aab-\-aac — abc  -f -b*  -| -bcc bbc 

— abc  — bcc-\-bbc-\-cy 

a3~^abc-\-b3  -\~c3. 

278. 

Lor/fyu’on  a plus  de  deux  formules  à 
muitipJier  enfemble , on  comprendra  fans 
doute  qu’après  en  avoir  multiplié  deux  l’une 
par  l’autre , il  faut  enfuite  multiplier  ce 
produit  par  une  de  celles  qui  relient , & 
ainfi  de  fuite  ; & qu’il  efl  indifférent  quel 
ordre  on  fuive  dans  ces  multiplications. 
Qu’on  fe  propofe , par  exemple , de  trou- 
ver la  valeur  du  produit  fuivant  compofé 
de  quatre  faéleurs  : 

I.  II.  III.  IV. 

(a-j-b)  (aa-\-ab-\-bb)  (a — b)  (a a — ab-\-bb) , 
Tome  1.  O 
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on  multipliera  d’abord  les  faéleurs  I & Il  : 
IL  aa-^-abAfbb 
I.  a-^-b 

. a 3 -\-aab-^-abb 

~^-aab-^-a  bb-^-b 3 

I.  IL  a3  -\-iaab-\-  iabb-\-b 5. 

Après  cela  on  multipliera  les  faveurs 

III  & IV  : 

I V.  aa — ab-\-bb 
III.  a — b 

a5 — aab-^-abb 
— aab-^-abb — b 3 

III. , IV.  a 3 — taab-\-iabb — by. 

Il  relie  donc  à multiplier  le  premier  pro- 
duit I,  H,  par  ce  fécond  produit  III , IV : 
a?  -f-  laab-^-xabb^-b 3 I.  II. 
a3 — zaab+iabb—b*  UL  IV. 

la3  b-\-ia4bb+arP 
— la 3 b — 4 a*  b b — 4 a 5 b 3 — laab 4 

-f>2**4  bb-\-^b3  + 4 aab4  -p  lab 3 

— a 3 b 3 — 2 aab  4 — lab  * — j bb 

a6  — b6.  ' ’ 

Et  ceci  eft  le  produit  cherché. 
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Reprenons  le  même  exemple,  mais  chan- 
geons-en l’ordre , en  multipliant  d’abord 
les  formules  I & III , & enfuite  les  for- 
mules II  & IV  : 

L a+t 

III.  a— b 

aa-^-ab 
* — ab — bb 

I.  III.  z=xia — bb. 


IL  aa-\-ab  -j -bb 
IV.  aa—ab  -f  bb 

b-^-aabb 

— a'  b — aabb — ab 1 

~Y-aabb-]-ab 1 -] -bA 


II.  IV. = a4  aabb  -(-  b 4. 
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Multipliant  enfin  ces  deux  produits  I , III 
& II,  IV: 

II.  IV.  z=a'-\-aabb-\-b< 

I.  III.  =aa—bb 

a6-^-a*bb-\-aab4 
— a4  b b — aab 4 — b 6 

on  a a6 — b6, 

qui  eft  le  produit  cherché. 

280. 

Nous  ferons  ce  calcul  encore  dans  un 
autre  ordre  , en  multipliant  d’abord  la  I.re 
formule  par  la  IV.%  & enfuite  la  II.e  par 
la  m.e 

IV.  aa — ab  -\-bb 

I.  a-|-£ 

a3 — aab-\-abb 
-} -aab — ahb-^-b1 

I.  IV.  —a>-\-b\ 
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IL  aa-^-ab  -\~bb 
III.  a— b 

a3  -\-aab-\-abb 
— aab — abb — b 3 

IL  III.  =aT — b*, 

Il  refte  à multiplier  les  produits,  I,  IV 
& II,  III. 

I.  IV.=a3+£3 
II.  IIL  = a3 — bJ 

a6-|“a3^î 

. . ! — a1  b'  — b6 

& Ton  trouve  encore  a6 — b6* 

281. 

11  eft  à propos  d’éclaircir  cet  exemple 
par  une  application  numérique.  Faifons 
û=3  & è=zi , nous  aurons  a-j-£==  5 & 
a — b=zi  \ de  plus,  a<i=9  , ab—6  , bb=4t 
Donc  aa-^-ab-\-bb=  1 9 & aa — ab-^bb=j. 
Donc  on  demande  le  produit  de  5 . 1 9. 1. 7 , 
qui  eft  66 5. 

* O 3 
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* * — * 

Or  a6= 719  & bb—6 4 , par  confé- 
quent  le  produit  cherché  — b6= 66 ç , 

comme  nous  venons  de  le  dire. 


CHAPITRE  IV. 

De  la  Divijîon  des  Quantités  complexes . 

’t  • » * 

. i v s 

2Q2.  * ■' 

Quand  on  ne  veut  qu’indiquer  la 
divifton , on  fe  fert  ou  de  la  marque  ordi- 
naire des  fraélions,  qui  eft  d’écrire  le 
dénominateur  fous  le  numérateur  , & en 
les  féparant  par  un  trait  ; ou  bien  de  deux 
crochets  qui  renferment  chaque  formule , 
& en  mettant  deu£  points  entrç  fe  4iv** 
feur  & le  dividende.  S’il  eft  queftion  , par 
exemple,  de  divilèr  a-^b  par  r-j -d , on 
indique  le  quotient  ainfi  , 7^  , füivant  la 
première  maniéré  ; & de  çeqe  façon , 
( a-\-b  ) : ( c-\-d ) .,  fuivapt  la  fecopde.  L’une 
& l’autre  expreftion  fe  prononce  a-\-b 
divifé  par  c-\-d. 
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283. 

• l 

S’il  s’agit  de  divifer  une  formule  com- 
pofée  par  une  formule  limple , on  divifè 
chaque  terme  féparément.  Par  exemple  : 
6a — divifé  par  2 lait  3a—  ^b-\-ic  ; 
& (aa — ia^):  (a)=a  — 2 b.  De  même 
(a} — taab-j-yabb)  : (a)=aa — -iab-\-ybbj 
( $aab— 6aac-\-8  abc  ) : ( za)= ac-\-+bci 
($aabc—i2abbc+\  $ abcc)  :(  3 abcy=z  3 a-^b-^  5 c 


S’il  arrive  qu’un  des  termes  du  dividende 
ne  foit  pas  divifible  par  le  divifeur , on  in- 
dique le  quotient  par  une  fraftion , comme 
dans  la  divilîon  de  a-\-b  par  a , qui  donne 
*+ï.  De  même 

{aa — ab-\-bb)x(aa)z=;\ — * 

Par  la  même  raifon , li  l’on  divife  xa-\-b 
par  2,  on  obtient  a-\-\y  & on  peut  re- 
marquer à cette  occafion  qu’on  pourroit 
écrire  ^ b au  lieu  de  £ , parce  que  î fois  b 

O 4 
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eft  autant  que  * . Pareillement h-  eft  autant 

que  j br  & j autant  que  j b , &c. 

285. 

Mais  quand  le  divifèur  eft  lui-même  une 
quantité  complexe , la  divifion  a plus  de 
difficultés.  Souvent  elle  a lieu  où  on  s’en 
doute  le  moins  mais  lorfqu’elle  ne  peut 
fe  faire , il  faut  fe  contenter  d’indiquer  le 
quotient  par  une  ffaélion  , de  la  maniéré 
que  nous  avons  dit.  Nous  commencerons 
par  confidérer  quelques  cas  où  la  divifton 
effeéHve  réuflit. 

..  286. 

Suppofons  qu’il  s’agifte  de  divifèr  le  di- 
vidende ac — bc  par  le  divifèur  a — b 9 il 
faut  donc  que  le  quotient  foit  tel  qu’étant 
multiplié  par  le  divifèur  cl — b , on  obtienne 
le  dividende  ac — bc.  Or  on  voit  aifément 
que  ce  quotient  doit  renfermer  un  c , puis- 
que fans  cela  on  ne  pourroit  obtenir  ac. 
Afin  donc  de  voir  fi  c eft  le  quotient  entier, 
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on  n’a  qu’à  le  multiplier  par  le  divifeûr , 
& voir  fi  cette  multiplication  produit  le 
dividende  en  entier  , ou  fi  elle  n’en  donne 
qu’une  partie.  Dans  notre  cas , fi  nous  mul- 
tiplions a — b par  c , nous  avons  ac — bc  qui 
eft  en  effet  le  dividende  même  ; de  forte 
que  c eft  le  quotient  complet.  11  n’eft  pas 
moins  clair  que 

( [aa+ab'):(a+b)—a  ; {\aa—  iab)\(\a— ib)—*} 
(6aa — yab):(za — 3 b)=$a,  &C. 

287. 

On  ne  peut  manquer  de  cette  maniéré 
de  trouver  une  partie  du  quotient } fi  donc 
ce  qu’on  a vu  multiplié  par  le  divileur  , 
n’épuife  pas  encore  le  dividende , on  n’a 
qu’à  divifer  le  réfidu  encore  par  le  divifeûr , 
pour  obtenir  une  fécondé  partie  du  quo- 
tient; & l’on  continuera  de  da  même  ma- 
niéré jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  le  quotient 
en  enrier. 

Divifons , afin  de  donner  un  exemple  ÿ 
aa-\-}ab-\-ibb  par  il  eft  clair  en 


i 


1 18  Élément 

* % 

premier  lieu  que  le  quotient  contiendra  le 
terme  a , puifque , fi  cela  n’étoit  pas  , on 
n’obtiendroit  point  aa.  Or  en  multipliant  le 
divifeur  a-\~b  par  a , il  provient  aa-\-ab  i 
laquelle  quantité  étant  fouftraite  du  divi- 
dende , laide  un  refte  iab-\-ibb.  Ce  refte, 
il  faut  aufli  le  divilèr  par  a-\-b  ; & il  faute 
aux  yeux  que  le  quotient  de  cette  divifion 
doit  contenir  le  terme  ib.  Or  %b  multiplié 
par  a-\-b  fait  exaélement  iab-^-ibb  ; par 
conféquent  a-\-ib  efl:  ce  quotient  cherché 
qui , multiplié  par  le  divifeur  a-\-b , doit 
produire  le  dividende  aa~\-^ab-\-zbb.  V oici 
toute  l’opération  : 

r • a^b)aa^iab-\~ibb(a-\~ib  ,/ 

' ■_  aa- {■*  ab 

« • •Aç-tab-lç-ibb  • 

-^-iab-\-ibb 

r#  - 1 1 " g 

o . 

z88. 


t On  fe  facilite  cette  opération  en  faifant 
choix  d’un  cks  termes  du  divifeur  pour 
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l’écrire  le  premier  , & pour  ranger  enfuite 
les  termes  du  dividende , en  commençant 
par  les  plus  hautes  puiiïances  de  ce  premier 
terme  du  divilêur.  Ce  terme  étoit  a dans 
l’exemple  précédent.  Les  exemples  fuivans 
rendront  la  choie  encore  plus  claire  : 

a — b)a?  — 3 aab- 1~3  abb — b'  (aa — iab-^-bb 
aJ — aab  • 

— iaab-\-yabb  ■■■  - 

— laab-^-iabb 

~^~abb — b* 

-abb — bJ 

~ — - - o. 


«+*>  aa — BB  (a— b 
• aa-^-ab 

— a b — bb 
— aB — BB 


• • l 

164  E L É M E N S 

3 a — zb)  18  aa — %bb(6a-\-^h 
1 8 aa — 1 zab 

— j- 1 zab — 8 bb 
— 1-12  ab — 8 bb 

O. 


a-^-b)  a'-lç-b'  (aa — ab-\~bb 
a}-\-aab 

— aab-^-b1 
aab — abb 

-^-abb-^-b1 
- - —J— abb-^- b* 

O. 


la — b ) 8 a3 — b (^aa-^-zab-^-bb 
8 a3 — 4 aab 

-J-4  aab— b1 
-f-4  aab — 2 abb 

-|-2  abb — b 1 
-|-2  abb — b* 

O. 


> 
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ûû — laB— j— bb)  a4 — 4a1  —j -6aabb — 4ab-^~b* 
aa — iab-\-bb)  a* — ia’£-|~  aabb 

— 2 a J£-|-  5 aabb — 4 ab1 
— 2a?h-\'4aabb — tab1 

-j—  aabb — lab*— \~b4 
-j—  aabb — xab'-^-b4 
' O. 

aa—iab+4bb)  a*+4aabb-\- 1 6b 4 
aa+iab+4bb)a*  — ia’b  +4  aabb 

4-2  a?  b +1 6 b* 

42a3  b —4aabb+%ab1 

\ - 

4-4aabb—%oP -f- 1 6b 4 
+4aabb—$aP+i6b* 
O. 

aa~iab-\m2bb)  a4+4^4 
aa+iab+lbb)  a*—2alb+2aabb 

4-2aib—iaabb+4b* 

4 2a'b-~4aabb+4ab* 

-\-2aabb— 40^+ 4b* 
+2  aabb — 40^+ 4Æ4 


llï  * E L É M Ë N 5 

t ‘ î 

I — 1 — 5*-}- 1 oxx—  1 oa:7+ 5 X4—x f 
I_3JC+3XAr_^1)  t — ix+xx 

— 3X-f0arx — lOxî 
ix-j-6xx — 3X5 

+ -$xx—  jx-’+jx* 

-jri  xx — 6x,+3x4 

— x^-j-ix4 — X' 
t . — x^-j-ix* — x * 

o. 

CHAPITRE  V. 

Vt  la  Réfolution  des  Fractions  en  des  fuites 
infinies  (*). 

, 289. 

C^uand  le  dividende  n’eft  pas  divifible 
par  le  divifeur  , le  quotient  s’exprime , 
comme  nous  l’avons  déjà  dit,  par  une 
fra&iôfi. 

( * ) La  théorie  dti  férus  eft  une  des  plus  importantes  de 
toutes  les  Mathématiques.  Les  fériés  dont  il  éft  queftion 
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C’eft  ainfi  que  fi  l’on  doit  divifer  i paf 
1 — a , on  obtient  la  fraéfion  Cela  n em- 
pêche pas  cependant  qu’on  ne  puifîe  eiw 
treprendre  la  divifion  fuivant  les  réglés  que 
nous  avons  données  , & qu’on  ne  puiffe  la 
continuer  auffi  loin  qu’on  veut.  On  ne  laifi 
fera  pas  de  trouver  le  vrai  quotient , quoi-* 
que  fous  des  formes  différentes. 

■ 29°-  •. 

Pour  le  prouver , divifons  réellement  le 
dividende  i par  le  diviléur  i — a , comme 
on  va  voir  : 

dans  ce  chapitre  , ont  été  trouvées  par  Mercator  ail  milieu 
du  fiecie  pafle , & Newton  trouva  bientôt  après  celles 
qui  dérivent  de  l’extraftion  des  racines  , & dont  il  fera 
queftion  au  chapitre  Xii.  Cette  théorie  a reçu  enfuite  un 
nouveau  degré  de  perfeéHon  de  plufieurs  autres  Géo- 
mètres diftingués.  Les  Œuvres  de  Jacques  Bernoulli  & 
la  fécondé  partie  du  Calcul  Jffirenticl  de  M.  Euler , font 
les  ouvrages  où  l’on  pourra  le  mieux  s’inftruire  fur  ce» 
matières.  On  trouvera  auflï  dans  les  Mémoires  de  Berlin 
pour  1768 , une  nouvelle  méthode  de  M.  Je  la  Grange 
pour  réfoudre  , par  le  moyen  des  fuites  infinies  , toutes 
les  équations  littérales  de  quelque  degré  qu’elles  foient. 


f 


124  . Elémens 

ü— a)  i (i+~  ou  i— a)  i (i+fl+-Sr 

-i-l — a -j- 1 — fl 

réfidu  +«.  +a 

-|-a — aa 

réfidu  -|-  aa 

Pour  trouver  encore  un  plus  grand  nom- 
bre de  formes , on  n’a  qu’à  continuer  en 
divifant  a a par  i — a : 

4 

a5  I a 

I —a)  aa  (fla-f-  — enfuite  I —a)  a 5 

aa-fl»  ' a3-*4  / 

+aJ  • +a4 

& puis  I — a ) a4  (*4  + p^ 

a4 — a5 

tHS  &c. 

29I. 

Nous  voyons  par-là  que  la  fra&ionT^ 
peut  fe  mettre  fous  toutes  les  formes  qui 
fuivent  : 

HI.) 
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HI.)  i+i+aa+f!.  , 

IV. )  i-fa+aa+aJ4-f_  j 

i*a 

V. )  i +a-|-a<z-f-a5-(-a4-J-^_ï  &c, 

1-4 

Or  en  confidérant  la  premia®  de  ces 
formules  , qui  eft  i +7^  , & en  faifant 

attention  que  1 eft  autant  que  nous 
avons 


I— ë+a 
i-a 


Si  on  fuit  le  même  procédé  pour  la  fé- 
conde formule  ■-H+TT,  c’eft-à-dire  que 
l’on  réduife  la  partie  des  entiers  au 
même  dénominateur  1 — a , on  aura  à 
quoi  fi  l’on  ajoute  -|-  ^ on  aura  , 


c’eft-à-dire  — . 

1 a ai 

Dans  la  x*  formule  \A-a-\-aaA , . 

1 1 I -a* 

leseatiers  , réduits  au  dénominateur  1 — a , 

font  IllfL  ; & fî  on  y ajoute  la  ffaélion 
1 — a 


a T 

— on  a _i_ 

I -a  «- 

Tome  /. 


i donc  toutes  ces  formules 

P 
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font  en  effet  égales  en  valeur  à la  fra&ion 
propofée 

292. 

Cela  ét?,nt  on  pourra  aller  plus  loin  & 
aufïi  loin  qu’on  voudra , fans  avoir  befoin 
de  calculer  davantage.  On  aura  donc 
•j-—  zzs  yi  — a — J—  clo.  — J—  ü?  —J—  — J— û7 

sfi  . . . . 

j ou  bien  on  pourroit  continuer 

1 -a 

encore , & même  fans  jamais  finir.  C’eft 
pourquoi  l’on  peut  dire  que  la  fra&ion  pro- 
pofée a été  réfolue  en  une  fuite  infinie, 
laquelle  eft  , 1 — f-a— J— aa— |— a’  -4“a4  “ f"a*  ~ 

_|_a»  _j_  à 
l’infini.  Et  on  eft  très-fondé  à foutenir  que 
la  valeur  de  cette  férié  infinie  eft  la  même 
que  celle  de  la  fraélion 

293* 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut , au 
premier  abord , paroître  étonnant  ; mais  la 
confidération  de  quelques  cas  particuliers 
le  fera  comprendre  aifément. 
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Suppofons  premièrement  a=.  f j,  notre 
fuite  deviendra  i+J~H+i+*  + i + i , 
&c.  jufqu’à  l’infini.  La  fra&ion  , à la- 
quelle elle  doit  être  égale , devient  ~ ; 0r 
nous  avons  remarqué  plus  haut  que  I eft 
un  nombre  infiniment  grand  j cela  fe  con- 
firme donc  ici  d’une  maniéré  élégante. 

Mais  fi  l’on  fuppofe  a=z , notre  fuite 
devient  = 1 -|-  2 -|-  4— 8 -f- 1 6-}- 3 2-|~<>4  , 

&c.  à l’infini , & là  valeur  doit  être  -i- 

, ■. i-  i-ï  * 

c’eff-à-dire  — 1 $ ce  qui  au  premier 
coup  d’oeil  femblera  abfurde.  Mais  il  faut 
remarquer  que  fi  l’on  veut  s’arrêter  à quel- 
que terme  de  la  férié  fufdite , on  ne  doit 
le  faire  quen  joignant  la  fraéfion  qui  refte. 
Suppofons  , par  exemple  , que  nous  Vou- 
lions nous  arrêter  à 64 , il  faudra , après 
avoir  écrit  1 — |— i— f — 4 — j~S — J — 1 ^ — 2 — ^4  > 

joindre  la  fra&ion  ou  ou — 1 28  ; on 

aura  donc  1 27 — 128  , c’eft-à-dire  en  effet 
— 1. 

Que  fi  on  continuoit  fans  ceffe  la  fuite , 

k P 2 
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il  né  feroit  à la  vérité  plus  queftion  de 
la  fra&ion  , mais  aufli  on  ne  s’arrêter  oit 

» • • # t| 

jamais.  -:ii' 

•'294. 

Voilà  donc  des  confidérations  néceffai- 
res , quand  on  prend  pour  a des  nombres 
plus  grands  que  l’unité.  Mais  fi  l’on  fuppolè 
a plus  petit  que  1 , tout  devient  plus  facile 
à concevoir.  * • 

Soit , par  exemple , a=î-;  on  aura  ~ 

=«=  î r=fjT: ■=.  1 , ce  qui  fera  égal  à la  férié 

fuivante  : 1 +-+  + 

&c.  à l’infini.  Or  fi  l’on  prend  deux  termes 
feulement  de  cette  fuite  , on  a 1 + 7 , & 
il  s’en  faut  de  quelle  ne  foit  égale  à —=*• 
Si  on  prend  trois  termes , il  s’en  faut  en- 
core de  - ; car  la  fomme  eft  1 ;•  Si  Ion 

4 4 *ï 

prend  quatre  termes  on  a 1 \ “ ne 

manque  plus  que  On  voit  donc  que  plus 

on  prend  de  termes  , & plus  la  différence 

devient  petite  , & que  par  conféquent 


x 
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on  continue  à l’infini , il  •v’y  aura  plus  de- 
différence  du  tout  entre?,  la  Ibmme  de  la 
fuite  &:  la  valeur  i de  la  fraftion  — . 

* J.  J ' ' . 1-4 


295. 

Soit  \ ; notre  7ta$ion  j-  fera=  x 1 
à quoi  fè  rédüitijjar  conféquënt 
U fuite  >-+ï+Ê+4+n.+à'  &c-  juf' 

-.mr  j ..««nu;  . . «J  ; 

Quand  on  prend  deux  ternies  on  a 1 ~ , 

_ • ; î.'S/rJ  vj  yj  ; îutîtrj  b — .* 

& il  manque  2»  Si  vous  prenez  trois  ter- 

r*T  * * • ® ^ *•*  1 i 1 

mes  . vous  avez  1 J , & il  manquera 
encore  Prenez  quatre  termes , vous  au- 
rez 1 — , & la  différence  eft  Puis  donc 
que -Terreur  devient—  toujours  trois  l 'fois 
moindre  , Ü faut  bien  qu’à  la  fin  ? elle  s’éva^ 
nouiffe.  >r  ‘ > ; un  *.  ( jiv  . . 

: -v  i.-2,(^6p3  - * "f  j 1 • 

I 

Suppofons  a = j ; nous  aurons  “ =~  T 


=3,  & la  fuite  » + r+;+^  + S7  + â 


14s 


Sic.  jufqu’à  l’infini.  Prenant  d’abord  i - * 

P î 
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« l’erreur  eft  i ; prenant  trois  termes,  qui 
font  i-,  l’erreur  eft  de  - ; prenant  quatre 


rermes  on  a 2^  , & terreur  eft  encore 


de-. 

27 


»7 


.-.t . ' ••  297-  ‘ *. 

Si  a— j;,  lacftaftion  eft~ rT=ï=  1 I ; 

& la  fuite  devient  « -fî^a+ç+ijî  , 
&ç.  Les  deux  premiers  termes  faifaht  i -J-j  * 
produiront  — d'erreur  ; & prenant  un  ter- 
me de  plus  on  a 1 , c’eft-à-dire  feule- 


ment ^ d erreur. 

-un  an  j mj; 


1 


-..,1  mi  1 t . ■ . „ > 

. ...  1.  * J J ,.298.  . , ; 

On  pourra  .de  la  même  maniéré  réfoudjre 
en  férié  infinie  la  fraéUon  7— , en  divifànt 
réellement  le  numérateur  1 par  le  déno- 
minateur 1 -|-  a > comme  on  va  voir  : 


_ C»*  »*  • •«  M 


!>'.'■ 
T — T * 


. U 


.r 


( . 


/ . 


‘■-q  {"■ 


< * 
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l-j-û)  I (i — a-|-aa — a1  -J-a4 

l-J”*1 

— a 

— a — aa 


aa 

-f-aa-j-a*  . 


1 ■ — a’,  &C. 

d’où  il  fait  que  la  fraÉ^pn  ~ eft  égale  à 
la  fuite  , 

l — a*j-aa  — a?  -[-a4  — a’  -[-a6  — a7 , &c. 

* 

. 1 99 • 

Si  Ton  pofe  o=i  , on  a cette  compa- 
raifon  remarquable  : 

T7T— 1=1— * + (—-1  + 1 — I + i— -I  , 
&c.  à l’infini.  On  y trouvera  quelque  chofe 
de  contradi&oire  $ car  fi  on  s’arrête  à — i. 
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la  férié  donne  o j & fi  on  finit  par  -|-  i 9 
elle  donne  i.  Mais  c’eft  là  précifement  ce 
qui  tranche  le  nœud  ; car  puifqu’on  doit 
continuer  jufqu’à  l’infini  fans  s’arrêter  jamais 
nià  — i 9 ni  à — i , il  eft  clair  que  la 
fomme  ne  peut  être  ni  o ni  i , & qu’il  faut 
que  ce  réfultat  final  tienne  un  milieu  entre 
ces  deux  , & qu’il  foit 

3°°. 

Faifons  à préfent  a—1- , notre  fraéKon 
fera  =j , laquelle  doit  donc  exprimer 

la  valeur  de  la  férié  i—  ;+j— J— f 3— ; f, 
+è>  &c.  à l’infini.  Si  l’on  ne  prend  de 
cette  férié  que  les  deux  premiers  termes , 
on  a * , ce  qui  eft  trop  peu  de  Si  Ion 
prend  trois  termes , on  a 3- , ce  qui  eft  trop 
de  A Si  l’on  prend  quatre  termes , on  a 
| , ce  qui  eft  trop  peu  de  ^ , &c. 
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301.  • 

Suppofons  encore  az=lh  notre  fraftion 
fera  = ~r==^,  & c’eft  à quoi  doit  fe 

*3 

réduire  la  férié  i — -4-i  — J.J-J L 

3 1 9 27  • 81  143 

"4“  719  » &c*  à l’infini.  Or  en  confidérant 
feulement  deux  termes  on  a ~ , c’eft  trop 

peu  de  Trois  termes  font n-  , c’eft  trop 
de  Quatre  termes  font  ^ , c’eft  trop  peu 
de  ,-^g,  & ainfi  de  fuite. 

302. 

La  fraftion  -—"peut  fe  réfoudre  encore 
d’une  autre  maniéré  ; favoir  en  divifant  1 
par  i , comme  il  fuit  : 
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û+i)i  (—-+-—-+4 

' * Va  ' a1  a4  ' a' 

i+i 


1 

a 

l l 

a aa 


4~1 

I a j 

1 .«  tVa* 


I - 


* I 


I 

1 ^ 


+-4  / 

-•  ■ 1 a4 

' :i.  ...  •'< 


dX  ni:  : s y il  ; -.T 


a’  • a' 

T 


..  -r  , &C» 

: j-.'-I  . u.  .*  < à*  7 . 

Par  conféquent  notre  fra&ion^  eft  égale 
à la  fuite  infinie  ; — j-  4-  ~ — -7  -f~  -7 
— 7 , &c,  Qu’on  fafle  a =1  , on  aura  la 
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férié  1 — 1 — |—  1 — 1 4~  1 — l»  = \ 9 

comme  ci-deflus.  Et  fi  l’on  fuppofe  a=i , 
on  aura  la  férié  ï — s + f,  — £ 


&c.  = I. 


3O3 


Ceft  d’une  maniéré  femblable  qu’on 
pourra  réfoudre  généralement  en  une  fuite 
infinie  la  fraéfion  —, , on  aura 
. , \ f c bc  . bbc  . b'c  . 

fl+i>  :•  (-S+77Ï-  **  ' 


.<  : J 


a 

— b c — bb  c 
a a a 


f»0  J! 


* ~-:i 


• U 


-J -b  b c 
aa 

+bbc  + ■ 

aa  ...«*>  ï 


—b'c 


‘ir’ 


■ rZi>t0  1*7' 
jup.  i & d?..:fhnnV’- 

Jt-b*c 

1 . . 1 1 ' - - *- 

<*4î 


O 

I 

s,'  * 

. ...y(  > 1 > 
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d’oii  l’oit  voit  qu’on  peut  comparer  avec 

la  férié 
fini. 

Soit  a = 2,  ^=4,  c= 3,  nous  aurons 

S L. î 1 : 3 \ s ' o 

a+b 4 + a 6 2 2 3 T"® 12  > vXC. 

Soit  àr=io,  b=i  8ccz=i  i , nous  avons 

■— * l **  — | ” 11  I n it_  ’t/i  ■ 

«+î  10-»- 1 10  100  I IQOO  . ipooo  . 

Si  on  ne  confidere  qu’un  leul  terme  de 
cette  fuite  ,*  on  a , ce  qui  eft  trop  de  ^ ; 
fi  on  prend  deux  termes , ona£,Vefhrop 
Peu  de  ^ i on  prend  trois  termes , on  a 

lOOl  , A 11^ 

•^5,  c eft  trop  de—,  &c.  * 

3°4- 

Quand  il  y a plus  de  deux  termes  dans 
le  divifeur , on  peut  également  continuer 
la  divifion  jufqu’à  l’infini,  de  la  même 
maniéré. 

Ceft  ainfi  que  fi  on  propoioit  la  fraétion 
TZTlT’.y  la  fuite  infinie  à laquelle  elle  eft 
égale , fe  trouveroit  comme  il  fuit  : 


i'  il  1_£L* 4 1 

« • a a I 


a* 


--^T&c.  jufqu’à  l’in- 
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i—a+aa ) i (i+a— a5— a4+^‘+fl' » &c* 

1 — a-paa 

-f-a — aa 
+a  — aa+a’ 

— aJ 

— a*  -f-a4 — û< 

— a4  -pa* 

— a4  -pa*  — a* 

+a‘_a7+a*  . 

+a7 -a* 
-pa7— ^q-a* 
— a9. 

Nous  avons  donc  l’equation  t-a+aa  ^ 

Jç-a a’ — a4  + fl6  + a7 — a9  — a‘°,  &c. 

fans  fin.  Si  nous  faifons  ici  a=i  , nous 

avons  i = î ï — i — 1 “t“ 1 *4“ 1 1 1 

i i , &c.  laquelle  férié  contient  deux 
fois  la  férié  trouvée  plus  haut  i i-j-i  i 
-|-i  9 &c.  or  comme  nous  avons  trouve 
' celle-ci  = ~ , il  n’eft  pas  étonnant  que  nous 
trouvions  j ou  I pour  la  valeur  de  celle 
que  nous  venons  de  déterminer» 
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' Qu’on  fafle  a=x-,  on  aura  1 équation 
i = ±=i4_I  — I — - J.1  _L  J 5. 

4 3 * * 8 j(S  I 64  I 128  512  * 

&C. 

Qu’on  fuppofe  a=j,  on  aura  l’équa- 
tion 7 — - r=i4-  - — - L 4_  JL  Rrc 

L 7 1 I 3 27  81^729»  cxt* 

Si  on  prend  les  quatre  premiers  termes  de 
cette  fuite , on  a , qui  n’eft  que  de  -\~ 
moins  que 

Suppofons  encore  a = j , nous  aurons 

l = 7 = 1 + J"”  h ~ Sï  + £9  &c‘  il  faut 
donc  que  cette  fuite  foit  égale  à la  pré- 
cédente } & fouftrayant  l’une  de  l’autre , 
a faut  que  0=}- &c.  Ces 
quatre  termes  ajoutés  enfemble  font  — 


. 305. 

La  méthode  que  nous  avons  expofée  fert 
à réfoudre  généralement  toutes  les  fra&ions 
en  fuites  infinies , & par-là  elle  eft  fouvent 
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de  la  plus  grande  utilité.  De  plus  il  eft  très- 
remarquable  d’ailleurs  qu’une  férié  infinie , 
quoiqu  elle  ne  celle  jamais , puiffe  avoir 
une  valeur  déterminée.  Audi  a-t-on  tiré  de 
ce  fonds  les  inventions  les  plus  importantes , 
& cette  matière  mérite  d’autant  plus , qu’on 
l’étudie  avec  toute  l’attention  poflible. 


CHAPITRE  VI. 

Des  Quarres  des  Quantités  complexes . 

306. 

C^uand  il  s agit  de  trouver  le  quarré 
d’une  grandeur  complexe  , on  n’a  qu’à  la 
multiplier  par  elle-même,  le  produit  fera 
le  quarré  qu’on  cherche. 

Par  exemple , le  quarré  de  a-\-bte  trouve 
de  la  maniéré  fuivante  : 
a+b 
. a-\-b 

aa-^-ab 
~|-  a b ~^-bb 
aa-j-zab-\rbb. 
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' 307.  . 

Ainfï  quand  la  racine  confifte  en  deux 
termes  ajoutés  enfemble  , comme  a-\-b , 
le  quatre  renferme  , 1 .°  les  quarrés  de  l’un 
& de  l’autre  terme , lavoir  aaèzbbs  i.°  le 
double  du  produit  des  deux  , favoir  lab. 
De  forte  que  la  fomme  aa-\-  iab-\-bb 
eft  le  quarré  de  a-\-b.  Soit , par  exemple , 
0=10  & b=  j , ceft-à-dire  qu’il  foit  quef- 
tion  de  trouver  le  quarré  de  1 3 , on  aura 
1004-60-I-9  ou  169. 

308. 

On  trouvera  facilement , par  le  fecours 
de  cette  formule , les  quarrés  dallez  grands 
nombres , en  les  partageant  en  deux  parties. 
Pour  trouver  , par  exemple  , le  quarré  de 
57  , on  conlidérera  que  ce  nombre  eû 
=50+7  i d’où  l’on  conclut  que  fon  quarré 
eft  = 1 5 00  -J-  700  -(“  49  = 3 M9* 

309. 

On  voit  aulîl  par- là  que  le  quarré  de 
1 feraaa+^a+  1 : or  puifque  le  quarré 

de 
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de  a eft  aa , on  trouve  donc  le  quarré  de 
H-  en  ajoutant  à celui-là  ; & il  faut 
remarquer  que  ce  ia-\-i  eft  la  fomme  des 
deux  racines  a & a-f-i. 

Ainfi  comme  le  quarré  de  loeft  ioo, 
celui  de  n fera  100+11.  Le  quarré  de 
57  étant  3*49  , celui  de  58  eft  3249+1 1 J 
= 3364.  Le  quarré  de  59=3364-1-117 
= 3481;  le  quarré  de  60=3481+119 
= 3600 , &c. 

3ia 

Le  quarré  d’une  quantité  complexe , 
comme  a-\-b  , s’indique  de  cette  façon  : 
(a+Æ)1.  On  a donc  (a+£)*  = aa+2a£ 
-\~bb 9 d’où  l’on  déduit  les  équations  fui- 
v antes  : 

(a+\y=aa+ia+\ ; (a+2)*=aa+4«+4> 
(a+3)*=aa-t-6a+9}(a+4)*=aa+8a-f-l6} 
&c.  . 

. 311-  • 

m 

Si  la  racine  eft  a — b , le  quarré  en  eft 
aa — xab-^-lb , qui  renferme  par  conféquent 
Tome  /.  Q 
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âufli  le  quarré  des  deux  termes , mais  en 
forte  qu’il  faut  en  ôter  le  double  du  produit 
de  ces  deux  termès. 

Soit , par  exemple  , o=io  & Ü=i,  fe 
quarté  de  9 fe  trouvera  = 100  — 204-1 


V % 

Puifque  nous  avons  l’équation  (a — by 
=aa-—  iab-\-bb  , nous  aurons  (a — 1)* 
=aa — 2a  4"  i*  Le  quarré  de  a — 1 fe  trouve 
donc  en  fouftrayant  de  aa  la  fomme  des 
deux  racines  à & a — 1,  lavoir  la — 1. 
Soit , par  éxemple , a=  50,  on  a aa= 2 ç 00 
& a — I = 49  i donc  49’=  1500 — 99 
= 2401 . 


3I3- 

H..*,  . . ^ 

i Ce»  que  nous  avons  dit  peut  auiîl  le 
confirmer  &Véclaircir  par  des  fra&ions.  Car 
fi  l’on  prend  pour  racine  (ce  qui  fait 


1)  1e  quarré  fera  z 

sj TîjT ij  ’ 


c eft-à-dire  1. 


\ 
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De  plus  le  quarré  de  i — j ( ou  die  J * 

fera1— i+I  = i-.  * 3 ï 

4 3*9  36 


. / 3M- 

Lorfque  la  racine  eft  d’un  plus  grand 
nombre  de  termes , la  méthode  de  déter- 
miner le  quarré  eft  la  même.  Voici , par 
exemple , comment  on  trouve  le  quarré 
de  a-\-b-\-c  : ' 

û— J—  b -j-c 

a-j-b  ~\-c  s ' 

aa  — j—  d b — cl  c b c 

-\-ab  -\-aç-\-bb-\~bc-\-cc. 

aa-^--iab  — J—xûc— |— bh— J— — cc  > 

on  voit  qu’il  renferme  d’abord  le  quarré  de  * 
chaque  terme  de  la  racine,  & outre  cela 
les  doubles  produits  de  ces  termes  multi- 
pliés deux  à deux. 

3M- 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple , par- 
tageons le  nombre  156  en  trois  parties, 

q * 
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à t 

» ion  quarré  fera  donc  com- 
pofé  des  parties  fuivantes  : 


40000 

2$^ 

2500 

256 

36 

1536 

20000 

1280 

2400 

511 

600 

6 5 B6 

65  536 , ce  qui  eft  évidemment  égal  au 
produit  256.256. 

316. 

Quand  quelques  termes  de  la  racine  font 
négatifs , le  quarré  fe  trouve  encore  par  la 
même  réglé  ; mais  il  faut  faire  attention 
quels  fignes  on  doit  donner  aux  doubles 
produits.  Ainfi  le  quarré  de  a — b — c étant 
aa-\-bb-\~cc — lab — iac~\-ibc  t fi  l’on  re- 
préfentoit  donc  le  nombre  256  par  300 
— 40 — 4 , on  auroit 

• > 

-T  't  ■■  . • 
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Parties poji tives • Parties  négatives m 


-{-90000 
1600 

310 
16 


— 24000 
2400 

— 26400 


+91936 
— 26400 

65536  , quarré  de  256  Comme  ci-i 
deffus. 


CHAPITRE  VIL 

De  l' extraction  des  Racines  appliquée  aux 
Quantités  complexes . 


3*7- 

üi  nous  voulons  donner  une  réglé  fifre 
pour  cette  opération , il  nous  faut  confi- 
dérer  attentivement  le  quarré  de  la  racine 
a-\-b , qui  eft  aa-\-zab-\-bb  , afin  de  v«ir 
comment  on  peut  réciproquement  parvenir 
à trouver  la  racine  d’un  quarré  donné.  Fai- 
fons  donc  les  réflexions  qui  fuivent. 

Q i 
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318. 

D’abord  comme  le  quarré  aa-\-iab-^bb 
eft  compofé  de  plufieurs  termes , il  eft  cer- 
tain que  la  racine  auffi  renfermera  plus  d’un 
terme  ; & que  fi  l’on  écrit  le  quarré  de 
maniéré  que  les  puiflances  d’une  des  lettres, 
comme  de  a , aillent  toujours  en  diminuant , 
le  premier  terme  fera  le  quarré  du  premier 
terme  de  la  racine.  Et  puifque  dans  notre 
cas  le  premier  terme  du  quarré  eft  a a , 
il  faut  que  le  premier  terme  de  la  racine 
foit  a. 

3*9- 

; 

Ayant  donc  trouvé  le  premier  terme  de 
la  racine , c’eft-à-dire  a,  on  confidérera  le 
refte  du  quarré,  lavoir  iab-\-bb , pour  voir 
fi  on  pourra  en  tirer  la  fécondé  partie  de 
la-racine  qui  eft  b.  Nous  remarquerons  ici 
que  ce  refte  iab~\~bb  peut  être  repréfenté 
par  ce  produit-ci , ( iar\-b)b . Or  ce  refte 
ayant  donc  deux  fa&eurs , za-J-Æ  & b , il 
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eft  clair  qu’on  trouver?  ce  dernier  b , qui 
eft  la  féconde  partie  de  la  racine , en  divi- 

fànt  le  refte  iab~\~bb  par  ia-\-b. 

• b * 

320. 

C’eft  donc  le  quotient  de  la  divifion  du 
refte  fufdit  par  ia-\-b  , qui  eft  le  fécond 
terme  cherché  de  la  racine.  Or  remarquons 
dans  cette  division  que  ta  eft  le  double 
du  premier  terme  a de  cette  racipe , lequ^. 
eft  déjà  déterminé.  Ainfi , quoique  le  fécond 
terme  foit  encore  inconnu , & qu’il  faille 
jufqu’à  préfeot  laifler  fa  place  vide , nous 
pouvons  néanmoins  entreprendre  la  divi- 
fton , puifqu’on  ny  regarde  qu’au  premier 
terme  2 a.  Mais  aufli-tôt  qu’on  aura  trouvé 
le  quotient , qui  eft  ici  b } il  faudra  le  mettre 
à la  place  vide , & rendre  de  cette  façon 
la  divifion  complété.  — 

32I. 

Le  calcul  donc  par  lequel  on  trouve  la 
racine  du  quarré  aa-^-iab-^-bb  , peut  fe 
repréfenter  de  cette  maniéré  : 

Q 4' 


1 


É 


L È M É N S 


aa-^~  2 a b — b b 
aa 


îa-^-b 


-j-  l ab-\-bb 
2 ab-^-bb 


O. 


\ 

i 


3 2.2. 

On  pourra  de  la  même  maniéré  trouver 
la  racine  quarrée  d’autres  formules  compo- 
fées,  pourvu  qu’elles  foient  des  quarrésj 
les  exemples  fuivans  le  feront  voir  : 
aa  -J ~6ab-^-ybb 
aa 


ia+i 


b 


— ab— j-ç  b b 
-\-6ab-\-ybb 


< . 


o. 


4 aa  — -4 ab-\-bb  (2 a — b 


4 aa 


4 a — b 

— 4 a b — | —b  b 

— + ab  -\-bb 

O. 


I 
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9/7’  + M/’y+i<S?î  (î/>+4î 
9 PP 


6P+ 47 

+ HPq+l6qq 
r\-Hpq-\-\6qq 

0. 

25  XX 
25  XX 

— 6ox-\-$6  (jjc  — 6 

10*  — 6 

— 6o*-|-36 
— 6o*-}~3<S 

O, 


323. 

Quand  après  la  divilion  il  relie  un  ré- 
fidu , c’eft  ligne  que  la  racine  eft  compofée 
de  plus  de  deux  termes.  Ce  qu’on  fait  alors , 
c’ell  de  regarder  les  deux  termes  déjà  trou- 
vés comme  faifant  la  première  partie  > & 
de  tirer  du  rélidu  la  fécondé  partie , de  la 
même  maniéré  qu’on  avoit  trouvé  le  fécond 
terme  de  la  racine.  Les  exemples  fuivans 
rendront  ce  procédé  plus  clair. 
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™-\-iab—iac—2bc-\-bb-±cc(a+b- 


aa 


2 a— |— b 


I lob  zac—ibc— J— bb— j— çc 


2 a-^-ib — c 


— 2 ac — 2 bc-^-cc 
— lac — ibc-\-cc 


a*  Hf-lû’-f-jaa-j-ia-j-i  (aa-j-a-j-i 


2aa~j-a 


-\-ia’  -\-}aa 
+2a?  + aa 


laa-^ia-j-i 


-\-2aa-\-ia-^-i . 


a*  4a*b-i-%ab'  +4 b*  ( aa — lab—ibb 
a 4 N 


2 aa — lab 


— 4^  b-\~^  ab 5 
—4aib+4aabb 


%aa-'4ab  — ibb 


—4  aabb+8ab 1 -f-  4 b4 
—^aabb+Sab1  + 4 b4 
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324. 

On  déduit  facilement  de  la  réglé  que 
nous  venons  d’expofer  , la  méthode  qu’en- 
feignent  les  livres  d’ Arithmétique  pour  l’ex- 
traélion  de  la  racine  quarrée.  Voici  quel- 
ques exemples  en  nombres  : 


f'29 

23 

1/64 

42  2304 

4 

1 6 

1 6 

43 

ll9 
1 29 

82 

164 
1 6 4 

88 

704 

704 

0. 

• 

0. 

9. 

4096 
1 36 


*4 


124 


496 

496 


o. 


1 


12  y 


21 

M5 


56 
4 4 


122$ 

122$ 


O. 


96 'o  4 
81 


98 


188 


I5O4 
iç  04 


O. 


99/8o,oi 
8 1 


999 


189 


1880 

(1701 


1989 


17901 

*79oï 

o. 
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Mâis  lorfquaprès  l’opération  entière  il 
relie  un  rélïdu , c’eft  une  marque  que  le 
nombre  propofé  n’eft  pas  un  quarré , & 
par  conféquent  qu’on  ne  peut  pas  en  afligner 
la  racine.  On  fe  fert  dans  ces  cas  du  ligne 
radical  que  nous  avons  déjà  employé  plus 
haut  ; on  écrit  ce  ligne  devant  la  formule', 
& on  met  la  formule  elle-même  entre  deux 

i 

crochets , ou  fous  un  trait.  C’eft  ainli  que 
la  racine  quarrée  de  aa-\-bb  s’indique  par 
\/  (aa-\-bb)  , ou  par  y/aa-\-bb\  & que 
\/(i — xx),on\/i — xx,  exprime  la 
racine  quarrée  de  i — xx.  On  peut  aulfi, 
au  lieu  de  ce  ligne  radical , faire  ufage  de 
l’expofant  rompu  { , & indiquer,  par  exem- 
ple , la  racine  quarrée  de  aa-\-bb  par 
(aa-f-é^)ï,  ou  par  aa-^-bb?. 


CHAPITRE  VUE* 

T) u Calcul  des  Quantités  irrationnelles, 

. 

3 26.  j 

JL o rs  qu’il  s’agit  d’ajouter  enfemble 
dfeilx  ou  plufieurs  formules  irrationnelles, 
cela  fe  fait , fuivant  la  maniéré  preferite 
plus  haut  , en  écrivant  de  fuite  tous  les 
termes  chacun  avec  le  ligne  qui  lui  eft  pro- 
pre. Et  ce  qu’il  faut  remarquer  quant  aux 
façons  d’abréger , c’eft  que  , par  exemple , 

au  lieu  de  Va+V  a on  écrit  i\/a,Sc  que 
\/a — \/ a fait  o ,*ces  deux  termes  fe  dé- 
iruilànt  l’un  l’autre.  C’eft  ainfi  que  les  for- 
mules 3+V 1 & i+V 1 ajoutées  enfem- 
ble, font  4 -J- 2^2  ou  4-)-\/8;  que  la 
fomme  de  f+\/ 3 & de  4 — y 3 , eft  9 ; 

& que  celle  de  2 V^+j  Vz9  & de 

V^3  — Vx  > eft  + 
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La  fôuftra&ion  Te  fait  de  même  très-faci- 
lement , vu  qu’on  n’a  befoin  que  d’ajouter 
enfemble  les  nombres  propofés,  en  prenant 
le  contraire  -des  lignes  qui  les  affe&ent  : 
l’exemple  fuivanf  le  fera  voir  ; nous  fouf- 
trairons  le  nombre  inférieur  du  fupérieur. 

4—  V^+iv/3— 3 /f+4/6 

1+2/1  — 2^3—51/5+6^6  * 

3—3/24-4/3+2/5—2  y/6. 

328. 

» 

On  le  rappellera  dans  la  multiplication 
que  / a multiplié  par  / a fait  a ; & que 
fi  les  nombres  qui  fuivent  le  ligne  / font 
dilFérens , comme  a & b , on  a / pour 
le  produit  de  /a  multiplié  par  / b.  Ï1  fera 
facile  après  cela  de  calculer  les  exemples 
qui  fuivent  : , 


256 
1+  y/l 
1+ 

1+  y/l 


E L É M E N S 

■4+1/1 

1 — y/l 


8+4/* 

—4y/i—4 


l^\-ly/l-\-l=y-\-ly/l.  8 — 4 =4- 


329-* 

Ce  que  nous  avons  dit  regarde  auffi  les 
quantités  imaginaires.  On  obfervera  feule- 
ment encore  que  y/ — a multiplié  par  y/ — a 
fait  — a . 

S'il  s’agiffoit  de  trouver  le  cube  de 
— t+y/-3  , on  prendroit  le  quarré  de  ce 
nombre , & on  multiplieroit  ce  quarré  en- 
core par  le  même  nombre  ; voici  l’opé- 
ration : ' 

-i+  y/-3 
— *+  y/- J 

+ I_  y/ -J 

- ? 

+ 1— iy/— 3— 3=— i— îv'—J 

+ l+Zy/_3 

i-f-6  =8. 

330. 


Digitized  by  Googl 


27*  A L G 


E B R E, 


*17 


33°-  / 

Dans  la  divifion  des  quantités  fourdes 
on  n’a  befoin  que  de  mettre  les  quantités 
propofées  en  forme  de  fra&ion  j celle-ci 
peut  enfuite  fe  changer  en  une  autre  ex- 
prefïïon  dont  le  dénominateur  foit  ration- 
nel. Car  fi  ce  dénominateur  efl , par  exem- 
ple , j— \/ b , & qu’on  le  multiplie  de  même 
que  le  numérateur  par  a — 3/ b , le  nouveau 
dénominateur  fera  aa — b , où  il  ne  fe  trouve 
plus  de  ligne  radical.  Suppofons  qu’on  pro- 
pofe  de  divifer  3 -| -xy  x par  i + \/i, 
nous  aurons  d’abord  \ Multipliant 
maintenant  les  deux  termes  de  la  fra&ion 
par  1 — \/ 1 , nous  aurons  pour  le  numé- 
rateur : 

3+V» 

1—  y/x 

3+mA 
—3  y/ 4'  : 

3—  y/  2—4=—^  2—1  ; 

Tome  L R 
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& pour  le  dénominateur  : 


+v^2  .. 


l 


y 

.1 


1 2~ 1. 

• B . .J  - . ' - 

Notre  nouvelle  fra&ion  eft  donc 

i --  ’ " . . •!/*  . * , 

& fi  nous  multiplions  encore  les  deux  termes 
par  — i , nous  aurons . pour  le  numérateur 
4V*+i  , & pour  le  dénominateur  i . 
Or  il  eft  facile  de  fe  convaincre  que  \/i+i 

équivaut  à la  fraéliôn  propofée  7^7  ; car 
V*4-i  étant  multiplié  par  le  divifeur 

■+  /2  , . ' 

'+  V1  , ,• 


? V 


on 


»+ 

; + V41 


\ ..  ~v 
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Autre  exemple  : 8 — 5 y/*  divifé  par 
3 — z\Zi  fait  jî^r*.  Multipliant  ces  deux 
termes  de  la  fra&ion  par  ÿ-py  2 , on  a 
pour  le  numérateur 

8—  W* 

3+  W* 

24— MV^2  * 

•4-id  1/  2 — 20  , 

, .■  M à.  j ■»« 


"•  > 


*%,  «4*  >•/  « 


i 4 • 


24“f'  : \f 2 — 2o=4+\/ i 5 
& pour  le  dénominateur  : 

•*  ' 3— 2V^;  * "■ 

3+2  y/1  ; 

- ■ - — - - * Vj  ' 

. , W*  . 

. ■*  « J • Ul  «.«»  #»*  * 

~H>  V 2“^4  • 2 

9 — 8 = I.  i 1 r . 

Par  conféquent  le  quotient  feroit  4+3/  2. 
En  .voici  la  preuve  : \ , 


! 
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’ 4+  \ A 

3-4a\/ 2 ...... 


ii-fîV 

-8/ 


I 

2 ‘ 

2—4 


«»— î\/ 1— 4=8^5  V »• 

3 Vi  .-  - 

/ a ' “ 

C’eft  de  la  même  maniéré  qu’on  peut 
transformer  de  ces  fra&ions  en  d’autres, 
dont  te  dénominateur  foit  rationnel.  Si  l’on 

i • \ ; 

a , par  exemple  y la  fraftion  & que 
l’on  en  multiplie  le  numérateur  & le  dé- 
nominateur par  î-V*  on  la  transfor- 
mera en  celle-ci , — x\/d. 

De  même  la  fra&ion  zt^t3  prend  cette 
forme  , 1±rp-~  *-—*•  Et  devient 

=•^=11+2^30.  • 

^ ^ r • — w* 

On  pourra  de  la;  même  maniéré1  faire 
difparoître  peu  à peu  les  radicaux  du  dé- 
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nominateur , quand  il  contient  plusieurs 

termes.  Soit  propofée  la  fra&ion  , 

on  multipliera  d’abord  ces  deux  termes  par 

\Z lo  + y^  + v/îron  aura  —^1, 
Multipliant  enfuite  encore  ce  numérateur 
& ce  dénominateur  par  5 -j—  2 ,^6  , on  à 

\/ 60. 


CHAPITRE  IX  ' 

• • - . / » # * ■ 

Cubes  & de  l’ extraction  des  Racines* 

• ? ‘ * cubiques „ J V - - -1 

, • - • î - . ' • 

: 333*  . , 

Po  u R trouver  le  cube  d’une  racine 
<t+b , on  ne  fait  que  multiplier  fon  quarré 
aa~^-xab~\~bb  eitcore  une  fois  par  a-\~b  , 
aa-^iab  —J— bb  • * * * 

a-\*b 

»,  • ~ ~ — 

a'-\-iaabdç-abb  • 

-j-  aab\-iabb-^-bl 
le  cube  fera  = a5 -\-jaab-\-yabb-\-bi 

R î 
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Il  renferme  donc  les  cubes  des  deux 
parties  de  la  racine  ; & outre  cela  encore 
^aab-\-^abb  , quantité  qui  équivaut  à 
(}ab).(a-\-b) , c’eft- à-dire,  au  triple  du 
produit  des.  deux  parties  cùôC  b 9 multiplié 
par  leur  fomme.  ■ . , 

? . . K ■ .1  ! ■ . r 

334-  ■ \ 

J / A?  \ -£  ■ t 

Ainfi  toutes  les  fois  qu’une  racine  eft 
compofée  de  deux  termes , il  eft  facile  d’en 
trouver  le  ‘cube  d’après  cette  Teglé.  Par 
exemple  ÿ.-Je  nombre.  5=3^*  ; fon  cube 
eft  donc  i7-j-^4rtB>5=ç:i  25. 

Que  7— f~3=i o foit  la  racine;  le  cube 
fera  343— f— 2.7~f-6 3 J 10=5:1000.  ^ 

î,.  Pour  troiiver  te  cube  de  3<S»:on  fuppo- 
fera  la  racine  361=  3 o-f-6 , & onaura  pour. 
Je  cube  cherché  , 27000:?!-*  164-5  40 . 36 
^=46656.  ! : .4 

33  5*  ^ 

Mais  fi  c’eft  au  contraire  Je  cube  qui  eft 
donné , favoir  a'-\-îaab-\-}abb-\-b* , & 
qu’il  s’agiffe  d’en  trouver  la  racine-,  on  fera 
préalablement  les  remarques  qui  fuivent. 
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D’abord  fi  le  cube  cil  ordonné  fuivant 
les  puiffances  d’une  lettre  , on  reconnoît 
facilement  par  le  premier  termes3 , le  pre^ 
mier  terme  a de  la  racine  , puifque  le  cube 
eneft  a3  ; fi  L’on  fouftrait  donc  ce  cube  dû 
cube  propofé',  on  obtient  le  refie  > aab 
) lequel  doit  fournir  le  fécond 


terme  de  la  racine. 

-,  u.  • 


336. 


f »J\S 

I . I. 


Mais  comme  nous  lavons  d’avance  que 
ce  fécond  terme  êft  -\-b  , il  s’agit  princi- 
palement de  vôif  comment  il  fe  déduit  du 
refte  fuldit.  Or'  ce;  refte  peut  être  exprimé 
par  deux  fa&eurs , comme  (}aa-\-$ab 
•^-bb) . (£),•  -fi  on  le  divife  donc  par  3 aa 
-\-yab-\-bb y cjïft  le  moyen  d’obtenir  la 
féconde  partie  de  la  racine  -J-  b , qu’011 
demande,  -r--  : • » - 1 


Mais  comme  ce  fécond  terme  ne  doit 
pas  être  fuppofé  connu , le  divifeur  eft  in- 
connu pareillement  * cependant  nous  avons 

R4 


\ 
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le  premier  terme  de  ce  divifeur  , & cela 
fuffit } car  il  eft  yaa  , c’eft-à-dire , le  triple  1 
du  quarré  du  premier  terme  déjà  trouvé, 

& moyennant  cela  il  n’efl  pas  difficile  de 
trouver  auffi  l’autre  partie  b , & de  com- 
pléter enfuite  le  divifeur  avant  qu’on  achevé 
la  divifion.  Il  faudra  pour  cet  effet  joindre 
à ^aa  le  triple  du  produit  des  deux  termes 
ou  3 ab , & bb  ou  le  quarré  du  fécond  terme 
de  la  racine. 


Appliquons  ce  que  nous  venons  de  dire 
à deux  exemples  pour  d’autres  cubes 
donnés.  ...  • . - 

I. ) “J-i  ia<z-|-48^-j-d4  (a-{”4 

a1  • . • • 

1 2<z—|-l6  -|-i  za<z-*^-4^*-j?r^4 
— J—i  Ida— |— 48a— [“64 

O. 

. \ - 

v. 
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(aa  — ia+l) 

6a * -J-ija4  — loa’-j-iça1- — 6a-J-l 
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• %/ 


1 

I 
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+ -J  3(3  9- 

L’explicktiôn  que  nous  avôns  donnée  fait 
ïe  fondement!  de  la  réglé  ordinaire  pour 
lextraéfion  des  racines  cubiques  des  nom- 
bres. Voici , par  exemple , le  plan  de  i’opé- 
ration  pouir  Je  nombre  2197  : 

i i*'i97  (10+3=1}  ::  * 

! J oôo  ! : i ! j 


309 

j 19.7  ■; 

99 

/ t 1 

1—  • 

1 1 » 

-4 

« 

t 1 » 

3991 

TÏ97  * 

0.7  ! ; V 

* * 

. i.. 


r 

<v 


Faifons  encore  le  calcul  db  l’exfraftion 
de  la  racine  cubique  de  3-4943^83°: 

34,>^5  7^-C30o+io+7 


270000 

18000 

7^65  7«jr 

u i 

400 

*- 

*+-  _ ** 

288400 

3 .768  oc iéf 

307200 

6720 

iJ97  783 

40 

o. 
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i-|  a =x: 

chapitre;  x.  • ' 

'*7-* 

Des  Puiffances  plus  hautes  des  Quantités 

. '-üv-j  :.r, 

complexes ..  { 

340-  ...  , 

près  les  quarrés  & les  çyhçs  viennent 
des  puiffances  plus  hautes-r-  ou-d’un  plus 
grand  nombre  de  degrés.'  Op  les  indique 
par  des  expôfans  de  la  Manière  que  nous 
avons  expliquée  plus  hautTiî  faut  feule- 
ment  obfervef,  quahd  la  racine  eft  com- 
plexe , de  l’enfermer  entre  deux  paren- 
thefes.  Ainfi  (a-p>£)v  fignifip  que  a-\-b  eff 
élevé  au  'cinquième  degré  * &|-(<z — by  in- 
dique la  frxieme  puiffance*  deTr=a,-é.  Nous 
ferons  voit  dans  ce  chapitre  le  dévelap--' 
pement  de  ces  puiffances. 


a 


- «y- 

* Soit  donc.  la  racine  oq-la  première 
pyiffmce , les  puiffances  plus  hautes  fe  trou- 
veront par-  la  multiplication  de  là  maniéré 
qui  fuit  : 
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(a-{-£)  ‘ = 


iv.'.v 


ir'.;  : 


a-j-£ 

' aa-^ab 


« i * 

4 «I  • 


- ^-ab  , -\-bb 

« 

•'  a-H-  ' i ”•',  ■,":  ; 

. I il,  \ ■■■■>■!■■■  „ ,.  â , 

a5-j-2aû3-|“  <x££\  , 

■ -J'-  CLob— |—  tabb  — | —b* , } 


(a-f£)5=a’+3  aab-^-yabb  : 

a-\-b 

-T.  - • 1 •>  • - 


,.r, 


» i • ■»«  * 


J’  J 


a4*4-3<* J ^+3  -f*  ah>  \ •' 

- a? b-^-^aabb  -Jç-iab*  + £4. 


(a^^)4=fl4-|-4a3^-|-6afl^-|"4a^î  + b 4 


> v.r» 


vJ  i 

*r  . 


as-\-4a*b-\^6a'bb-\-4aab'  -f-  <z£4 

-j-  a4£-}-4a,££^<Hï<^£,  +4^ 4 


, ......  ÉiH  i n 


i < + i'.  ■ 


_ i ; . ■>"■ 
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(a-\-byz=za'*\-îa*b-\~loa'bb-\-lo  aa b* 

•"J"*  jæ£4-^-Æs 

a-\~b 

- u6-|-ç  a^b  -j-ioa4^  -j-ioa5^* 

. . • % 

ç aa^4  -j-  a b* 
a'b- 1-  f a4  Æ£-j-  10(1*6* 
-}“IOaî^4-f-ç  a£?-|-£6. 

)*ss<x6  -^-6æ5  b— J—  îya*  bb'-^xocL*  b* 
-J-I  ^aab*  6ab*  -|-£6  f &C« 


On  trouve  de  même  Iespuiflances  de 
la  racine  a — b , & on  va  voir  qu’elles  ne 
different  des  précédentes , qu’en  xe  que  les 
termes  2e  , 4e , 6e , • &c.  'font  affe&és  du 
figne  moins  : 

{a—by=a—b  - 


ad—ab 
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lÿo  rE-  ri  at  æ 
{a—b)t=z=aà-*-tab  -|— • 

; ■'•  J ' j Of-r^ 

1 \ 

a’ — zaa^4  abb  ’> 

"7 — • aab-\-iabb  — b 

■ f . • . . • . • «L ç. ., •-?-.- 

(a- — by=zay — yaab-\-}abb  — b 3 

. 


a4  — 3<zJ£-|-3aaÆ£ — ab 1 
1 — a3^-[~3ûi2^ — 3 a£ * 

£à— -£)4=:«*- — 4à}^}-6âa^^— 4^^.  4£4~) 


->  •?  . ■-» 

- i 


a 3 — 4a 4 44***  5 &b — 4aab 3 

ab 4 

*•’  : ~'"~~'a*$+4a*'&ztSàa*' i 

•-•:  v ' v v ;.  •:  J 

(a — b) 1 z=a 5 —5  a 4 £4 1 oa 3 b b—  l oaab 3 

+ Sùi^f 

<z — b 


u . 1 


' a6  — ^a' b-^-ioa*bb- — 10 a3£J 
4 jaaÆ4 — ab\_ 

— a5^4  i^bb—ioa1  b* 

4iQ?i^,44r‘5a^î  4^6* 
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{a — b)6z=;a6~6<i' b-\-i \à*bb — 20 a' b' 

- 1 . +M —6aJ>' -^-b* , &c* 

On  voit  jci  que  toutes  les  puiflances  im- 
paires de  b reçoivent  le  ligne— ^ tandis 
que  les  puiflances  paires  gardent  le  ligne. 
"J"*  La  radon  en  eft  évidente  , carpuilque 
dans  la  racine  fe  trouve— les  piiiflances 
de  cette  lettre  monteront  de  cette  maniéré  : 
-f bb,  —b'9  — b\  -J-Æ6,  &c. 

& il  eft  clair  par-là  que  les  puifTancés  paires 
doivent  être  affe&ées  du  lignei:4v&  les 
impaires  du  ligne  contrairé  — 


Il  Ce  préfente  kj  une  queftion  importante  ' 
ceft  comment*  fimsi  continuer  le  calcul  de 
la  même  maniéré  dans  toutes  les  -formes , 
on  pourroit.  trouver;  toutes:  les  puiflances 
tant  de  qne'dë  a — b.  Non  s remar- 

querons avant  routes  chbfes , ; que  ft  on  eft' 
en  état  d’afligner  ; toutes  le£  puiflances  de 
a~\~b celles  de  a*— b font  tomes  trouvées  y* 
puifqu’on:.  n’a  qu’à  changer  les 'figues  des* 


/ 
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termes  pairs  , c’eft-à-dire  du  fécond  , du 
quatrième , du  fixieme  terme , &c.  Le  prin- 
cipal revient  donc  à établir  une  réglé, 
d’après  laquelle  toute  puiflance  de  a-\-b  , 
quelque  haute  qu’elle  foit , puifle  être  dé- 
terminée fans  qu’il  foit  néceflaire  de  faire 
le  calcul  pour  toutes  celles  qui  la  précèdent.’ 

344.  ; 

, 1 * * * * 

Or  obfervons  que  fi  dans  les  puiflances. 

déterminées  ci-defîiis  on  fait  abftraftion 
des  nombres  qui  précèdent  chaque  terme , 
& qu’on  nomme  les  coëfficiens  , il  régné 
dans  tous  ces  termes  un  ordre  remarqua- 
ble ; d’abord  on  voit  le  premier  terme  a 
de  la  racine  élevé  à la  puiflance  même 
qu’on  demande  ; dans  les  termes  fuivans 
les  puiflances  de  a diminuent  continuelle- 
ment de  l’unité , les  puiflances  de  b augmen- 
tent d’autant  ; de  forte  que  la  fomme  des 
expo  fans  de  a & de  b eft,  toujours  la  même 
& égale  au  nombre  du  degré  demandé, - 
& à la  fin  fe  trouve  le  terme  b feul  élevé  à 

U 
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la  même  puiffance.  Si  l’on  demande  donc 
la  dixième  puiffance  de  a-\-b , on  eft  sûr 
que  les  termes  dégagés  des  coëfficiens  le 
fuivront  dans  l’ordre  que  voici  : a'° , a9  b, 
a8  b b , a7  b'  , a6  bA , a ' b 5 , a4  b6  , a3  b7  9 
a'b\  ab\  b'\ 

345- 

11  refte  donc  à faire  voir  comment  on 
doit  déterminer  les  coëfficiens  qui  appar- 
tiennent à ces  termes  , ou  les  nombres  par 
le/quels  il  faut  multiplier  ces  termes.  Or 
quant  au  premier  terme , fon  coëfficient  eft 
toujours  l’unité  ; & quant  au  lecond  , 
fon  coëfficient  eft  conftamment  l’expofant 
même  de  la  puiffance m,  mais  pour  ce  qui 
regarde  les  autres  termes , il  n’eft  pas  ft 
facile  d’obfèrver  un  ordre  dans  leurs  coëf- 
ficiens. Cependant  fi  l’on  continue  encore 
ces  coëfficiens , on  ne  laiffera  pas  d’apper- 
cevoir  auffi  une  loi  , moyennant  laquelle 
on  pourra  aller  auffi  loin  qu’on  voudra.  C’eft 
ce  que  la  table  fuivante  fera  voir. 

Tome  /,  S 
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I.  puiflf.  coëfficiens  i , i 
J J.  i , i , i 

III*  MjÎjI 

’v  IV.  1,4, 6,4,1 

V.  i, j, io,io, 5,1 

VI.  1,6,15,20,15,6,1 

vil.  — 1,7,21,55,35,21,7,1 

VIII.  — 1,8,28,56,70,56,28,8, 1 

IX.  1,9,36,84,126, 126,84,36,9,1 

X.  1,10,45 ,1*0,210,252,210,120,45,10,1 
&c. 

On  voit  donc  que  la  dixième  puiflance 
de  a-\-b  fera  : 

oa9£-f-45a*£Æ-|-i20a7£,--J-2Ioa5£4 
-}-  2 5 xa  1 b * -|-  2 1 oa 4 b 6 -J- 1 2 oa 3 b 7-[-4  5 à ' b1 
\-loab^-\-bl°.  - 

346. 

Il  faut  remarquer  à l’égard  de  ces  coëf- 
ficiens , que  pour  chaque  puiflance  leur 
fomme  doit  être  égale  au  nombre  2 élevé 
à la  même  puiflance.  Qu’on  fafle  a=i 
& b=A  , chaque  terme , abftraêHon  faite 
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du  coefficient,  Sera=i  ; par  conséquent 
ce  fera  'Simplement  la  Somme  des  coëffi- 
ciens  qui  indiquera  la  valeur  de  la  pui£ 
Sance  ; cette  Somme  dans  l’exemple  pré- 
cédent eft  1014  , & en  effet  (i  + i)*» 
= z'°  = 1014. 

Il  en  eft  de  même  des  autres  puiffances , 
on  a pour  la 

I*e  1 +1=2=2% 

Il.e  i+2+*=4=*% 

IIIe  i-f-3-j-3-j-1=8=i* , 

IV. e  1+4+6+4+1  = 16=1% 

V. e  1+5+10+10+5+1=32=2% 

VI. e  1+6  + 15  + 20+15+6+1=64 

= i6, 

VIi.e  I-+-7  + Ü+3  5+3  5 + ^1+7+! 
=128  = 2%  &c. 

347- 

Une  autre  remarque  à Saire  au  Sujet  de 
ces  coëfficiens , c’eff  qu’ils  croiffent  depuis 
le  commencement  julqu’au  milieu , & qu’en- 
luite  ils  décroiffent  dans  le  même  ordre. 

S 2 
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Dans  les  puiffances  paires  le  plus  grand 
coefficient  eft  exa&ement  au  milieu  ; mais 
dans  les  puiffances  impaires  , on  voit  deux 
coëfficiens  égaux  & plus  grands  que  les 
autres  qui  le  trouvent  au  milieu  , & qui 
appartiennent  aux  termes  moyens. 

Quant  à l’ordre  de  ces  coëfficiens , il 
mérite  une  attention  particulière } car  c’eft 
dans  cet  ordre  même  qu’on  trouve  les 
moyens  de  les  déterminer  pour  une  puif- 
lance  quelconque  , fans  paffer  par  les  pré- 
cédentes. Nous  allons  en  donner  la  mé- 
thode , en  en  réfervant  cependant  la  dé- 
monftration  pour  le  chapitre  fuivant. 


348. 

Pour  trouver  les  coëfficiens  d’une  puif- 
fance  propofce , par  exemple , la  feptieme , 
on  écrira  les  fraélions  qui  luivent  l’une 
après  l’autre  : ; 


a > 3 > 4 * T ’ « ’ ? 


On  voit  dans  cet  arrangement  que  les 
numérateurs  commencent  par  l’expolant  de 


\ 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B R E.  l’J’J 

lapuiflance  qu’on  demande,  & qu’ils  dimi- 
nuent fucceffivement  de  l’unité  pendant 
que  les  dénominateurs  fe  fuivent  dans  l’or- 
dre naturel  des  nombres  , i , x , 3 , 4 , &c. 
Or  le  premier  coefficient  étant  toujours  1 , 
la  première  fra&ion  donne  le  fécond  coef- 
ficient. Le  produit  des  deux  premières 
fra&ions  , multipliées  l’une  par  l’autre  , 
repréfente  le  troifieme  coefficient.  Le  pro- 
duit des  trois  premières  fra&ions  repréfente 
le  quatrième  coefficient , & ainfi  de  fuite. 

Ainfi  le  premier  coëfficients  1 ; le  fé- 
cond = 7 =7;  le  troifieme  s 7 = 21  ; 
le  quatrièmes r*I*i'==  35  » Ie  cinquième 

= J 35 /le  bâemt 

= 11  ; le  feptiemes  21. | = 7 j le  hui- 
tième =7.  js  1. 

349- 

• On  a donc  pour  la  fécondé  puiffimce 
les  deux  fraftions  7.^,  d’où  il  s’enfuit  que 
le  premier  coëfficient  si  ; le  féconds- 
si;  &:  le  troifieme  s 2.-=  1.*  *• 
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La  troifieme  puiflance  fournit  les  frac- 
tions ; donc  le  premier  coefficient 
=1  $ le  fécond = \ ; le  troifieme  = 5 

= 3 ; le  quatrième  ss  = 1 . 

On  a pour  la  quatrième  puiflance  ces 
fra&ions-ci , 7.’ > Par  conféquent 
premier  coefficient  = 1 ; le*  fécond  7 =4  ; 
le  troifieme  =6  ; le  quatrième  7.7.  j =4, 

& le  cinquième  7.7. j.7  = 1 . 


3 JO- 

Cette  réglé  nous  procure  donc  évidem- 
ment l’avantage  de  n’avoir  pas  befoin  de 
connoître  les  coëfficiens  précédens , & de 
trouver  au  contraire  fur  le  champ,  pour 
une  puiflance  quelconque  , les  coëfficiens 
qui  lui  font  propres.  . v - 

Ainfi  pour  la  dixième  puiflance  on  écrira 
les  fta&ions  — £ , ! , Z i J , ± | l 

~ , moyennant  quoi  l’on  trouve 
le  premier  coëfficient=  1 , 
le  fecond=— = 10, 

I •**  • V 
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le  troifieme  = i o.f  = 4 j , 

le  quatrième  = 4 5. ? — ï i0, 

le  cinquième  = 1 20.^  =210, 
le  rixieme  = 210.^  = 252, 
le  feptieme  = 25 z.|  — 2io, 
le  huitième  = 1 1 o.~  = 1 20 , 
le  neuvième  = 1 20.|  = 45  , 
le  dixième  = 45 1 o , 
le  onzième  = 1 o.^  ==  l 

351. 

On  peut  aufli  écrire  ces  traitions  telles 
quelles  font , fans  en  calculer  la  valeur  , 
& il  eft  facile  de  cette  maniéré  d’écrire  une 
puiffance  quelconque  de  a~\~b , quelque 
haute  qu’elle  foit.  C’eft  ainfi  que  la  cen- 
tième puiffance  de  a-\-b  fera  (a-J-Æ)*00 

=fl'00  + ’f  .a”b  + a’s  bb  + 

H — a96 b*  -j-4 , &c.  d’où  il  eft  aifé 

ée  conclure  quelle  fera  la  loi  des  termes 
faivans. 

S 4 
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CHAPITRE  XI. 

De  la  permutation  des  Lettres , fur  laquelle 
fe  fonde  la  démonflration  de  la  Réglé 
précédente . 

352. 

S 1 on  remonte  à l'origine  des  coëfficiens 
dont  nous  venons  de  nous  occuper , on 
trouvera  que  chaque  terme  le  préfente 
autant  de  fois  qu’il  eft  poffible  de  tranfpofer 
les  lettres  qui  compolènt  ce  terme  j ou  bien , 
pour  nous  exprimer  d’une  autre  maniéré  , 
que  le  coëfficient  de  chaque  terme  eft  égal 
au  nombre  des  permutations  que  fouffrent 
les  lettres  dont  ce  terme  eft  compofé.  Dans 
la  fécondé  puiflance , par  exemple , le  terme 
eft  pris  deux  fois,  c’eft-à-dire  que  fon 
coefficient  eft  1 ; & on  peut  en  effet 
changer  doublement  l’ordre  des  lettres  qui 
compofent  ce  terme  ? puifqu’on  peut  écrire 
a b & baj  le  terme  a a au  contraire  ne  fe 
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préfente  qu’une  fois , parce  que  l’ordre  des 
lettres  ne  peut  fubir  aucun  changement  ou 
permutation.  Dans  la  troifieme  puiffance 
de  a-\-b  , le  terme  aab  peut  s’écrire  de  trois 
maniérés  différentes , aab  , aba , baa;  aufli 
le  coefficient  eft-il  3.  De  même  dans  la 
quatrième  puiffance  le  terme  a1  b ou  aaab -, 
admet  les  quatre  difpofitions  différentes , 
aaab  j aaba,  abaa  , baaa  } c’eft  pour- 
quoi fon  coëfficient  eft  4.  Le  terme  aab  b 
fouffre  fix  permutations , aabb , abba  , baba, 
abab  , bbaa  , baab , & fon  coëfficient  eft  6 • 
% Il  en  eft  de  même  dans  tous  les  cas. 

3 53* 

En  effet  fi  l’on  confidere  que  la  quatrième 
puiffance , par  exemple , d’une  racine  quel- 
conque compofée  même  de  plus  de  deux 
termes , comme  ( a-\-b-\-c-\~d) 4 , fe  trouve 
en  multipliant  ces  quatre  faéteurs  , I.  a-\-b 
+ c+d;  II.a+^-fc+i;  III .a+b+c+d; 
IV.  a-\-b-\-c-\-  d ; on  peut  voir  aifément 
que  chaque  lettre  du  premier  faêleur  doit 


9 
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fe  multiplier  par  chaque  lettre  du  fécond , 
enfuite  par  chaque  lettre  du  troifieme , & 
enfin  encore  par  chaque  lettre  du  qua- 
trième. 

Il  faut  donc  non-feulement  que  chaque 
terme  foit  compofé  de  quatre  lettres , mais 
auffi  qu’il  fe  préfente  ou  qu’il  entre  dans  la 
fomme  autant  de  fois  que  ces  lettres  peu- 
vent être  difpofées  différemment  entr’elles , 
d’où  provient  enfuite  fon  coefficient. 

3 54- 

, Il  importe  donc  beaucoup  ici  de  favoir  f 
de  combien  de  maniérés  différentes  un 
nombre  donné  de  lettres  peuvent  être  dif- 
pofées entr’elles.  Et  il  faudra  dans  cette  re- 
cherche faire  attention  fur-tout  fi  les  lettres 
dont  il  s’agit  font  les  mêmes  ou  diverfes. 
Quand  elles  font  les  mêmes , il  ne  peut  y 
avoir  de  permutation , & c’eff  auffi  pour- 
quoi les  puiffances  fimples , comme  a' , a 3 , 

«■* , &c.  ont  toutes  l’unité  pour  coefficient. 
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3 5 5- 

Nous  fuppofèrons  d’abord  toutes  les 
lettres  diverfes;  & en  commençant,  par  le 
cas  le  plus  {impie , de  deux  lettres  ou  ab  , 
nous  voyons  que  ce  font  évidemment  deux 
tranfpofitions  qui  peuvent  avoir  lieu , lavoir 
ab  f ba. 

Si  nous  avons  trois  lettres,  abc , à confi- 
dérer , nous  remarquons  que  chacune  des 
trois  pourroit  prendre  la  première  place, 
tandis  que  les  deux  autres  admettroient 
deux  permutations.  Car  fi  a eft  la  première 
lettre , on  a les  deux  difpofitions  abc , acb  ; 
fi  b efl  à la  première  place  , on  a les  dif- 
pofitions Bac  t bca  ; enfin  fi  c occupe  la  pre- 
mière place , on  a de  même  deux  difpo- 
fitions,  iàvoir  cab  , cba . Et  par  conféquent 
le  nombre  total  des  difpofitions  efl:  3.1=6. 

Si  on  a quatre  lettres  , abcd , chacune 
peut  occuper  la  première  place } & dans 
chacun  de  ces  cas  les  trois  autres  peuvent 
former  fix  difpofitions  différentes  , comme 
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nous  venons  de  voir.  Le  nombre  total  des 

• •* 

permutations  eft  donc  4.6=1 4=4. 3.2.1. 

Si  on  a cinq  lettres  , abc  de  , chacune 
des  cinq  pouvant  également  Ce  trouver  la 
première , & les  quatre  autres  fouffrir  vingt” 
v quatre  permutations,  il  s’enfuit  que  le  nom- 
bre total  des  permutations  fera  5.24=120 
= 5. 4.3. 2.1. 

; 356.  : 

Quelque  grand  par  conféquent  que  foit 
le  nombre  des  lettres , on  voit  allez  que , 
pourvu  qu’elles  foient  toutes  différentes, 
il  eft  facile  de  déterminer  le  nombre  de 
toutes  les  permutations,  & qu’on  pourra 
faire  ufage  de  la  table  fuivante  : 
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A ombre  des  Lettres  : Nombre  des  Permutations  i. 


V. 5.4.3. 2.1  = 120. 

VI. T 6.5. 4. 3. 2.1  = 720. 


VII. 7. 6.5. 4.3. 2.1  = 5040. 

VIII. 8.7. 6. 5. 4.3. 2.1  = 40320. 

IX. — 9.8.7.6.5.4.3.2.1  = 362880. 

X.  10.9.8.7.6.5.4.3.2.1  = 3628800# 

3 57- 

Mais  comme  nous  l’avons  infinué  , les 
nombres  de  cette  table  ne  peuvent  s’em- 
ployer que  dans  les  cas  où  toutes  les  lettres 
font  différentes;  car  fi  deux  ou  plufieurs 
d’entre  elles  font  femblables,  le  nombre 
des  permutations  devient  beaucoup  moin- 
dre ; & fi  toutes  les  lettres  font  les  mêmes , 
on  n’a  qu’une  feule  difpofition.  Nousrallons 
donc  voir  comment  les  nombres  de  la  table 
doivent  être  diminués  fuivant  le  nombre 
des  lettres  femblables. 
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358. 

Quand  deux  lettres  font  données , & que 
ces  lettres  font  les  mêmes , les  deux  difpo- 
fitions  fe  réduifcnt  à une  feule , & par  confé- 
quent  le  nombre  que  nous  avions  trouvé 
ci-deffus  fe  réduit  à la  moitié , c’eft-à-dire 
qu’il  faut  le  divifer  par  2.  Si  on  a trois  lettres 
femblables , on  voit  fix  permutations  fè  ré- 
duire à une  feule  j d’où  il  fuit  que  les  nombres 
de  la  table  doivent  être  divifés  par  6=3.2. 1 . 
Et  par  une  raifon  femblable , fi  quatre  lettres 
font  les  mêmes , il  faudra  divifer  les  nom- 
bres trouvés  par  24  ou  par  4.3.2. 1 , &c. 

11  eft  donc  facile  maintenant  de  déter- 
miner , par  exemple , de  combien  de  per- 
mutations les  lettres  aaabbc  font  fufcep- 
tibles.  Elles  font  au  nombre  de  fîx , & par 
conféquent  fi  elles  étoient  toutes  diffé- 
rentes, elles  admettroient  6. 5. 4.3. 2.1  per- 
mutations. Mais  puifque  a fè  trouve  trois  fois 
dans  ces  lettres , il  faudra  divifer  ce  nombre 
de  permutations  par  3.2.1  j & puifque 
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b fe  rencontre  deux  fois , il  faudra  encore 
divifer  par  2 . 1 j le  nombre  des  permuta- 
tions cherché  fera  donc=^~^-==:  5.4.} 
— 60. 

3 59- 


Il  nous  fera  donc  facile  à préfent  de 
déterminer,  les  coëfficiens  de  tous  les  termes 
d’une  puiflance  quelconque.  Nous  en  don- 
nerons un  exemple  fur  la  fèptieme  puiflance 
(a-j-b)7. 

Le  premier  terme  efl:  a7,  qui  ne  fe  ren- 
contre qu’une  fois  ; & comme  tous  les  autres 
termes  ont  chacun  fept  lettres , il  s’enfuit 
que  le  nombre  de  toutes  les  permutations 
pour  chaque  terme  feroit  7. 6. 5. 4. 3. 2.1  , fl 
toutes  les  lettres  étoient  diflemblables.  Mais 


puifque  dans  le  fécond  terme  a*  b on  trouve 
fix  lettres  fëmblables , il  faudra  divifer  ce 
produit-là  par  6.5. 4.3. 2.1  , d’où  il  fuit  que 
le  coëfficient  eft  = ~3^;l  = p 
Dans  le  troifleme  terme  a'  bb  , on  trouve 
cinq  fois  la  même  lettre  a , & deux  fois  U 
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même  lettre  b ; il  faut  donc  divifer  ce  nom- 
bre d’abord  par  5. 4.3.1. 1 , & enfuite  en- 
core par  i . 1 j d’où  réfulte  le  coëfficient 

7.6  5.4.3. a.i  7-6 


5.43.1.1.1.1  1.1 

Le  quatrième  terme  a*  b1  contient  quatre 
fois  la  lettre  a , & trois  fois  la  lettre  b ,*  par 
conféquent  le  nombre  total  des  permuta- 
tions de  fept  lettres , doit  être  divifé  en 
premier  lieu  par  4. 3. 2.1  , & en  fécond  lieu 
par  3.2.1  , ou  par  1.2.3  , & le  fécond  coëf- 
ficient  devient 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  7---  — 

» .1.3. 4 

pour  le  coëfficient  du  cinquième  terme , & 
ainfi  des  autres  ; au  moyen  de  quoi  la  réglé 
donnée  plus  haut  fe  trouve  démontrée  (*). 

360. 


(*)  Souvent  aufli  on  tire  de  la  théorie  des  Combinai- 
fins  les  réglés  qu’on  vient  de  voir  pour  la  détermination 
des  coëfficiens  des  termes  de  la  puiffance  d’un  binôme  ; 
c’eft  peut-être  avec  quelque  avantage  , parce  que  tout  fe 
rapporte  alors  à une  feule  formule. 

Pour  indiquer  d’abord  en  partant  la  différence  qui  ert 
entre  les  permutations  & les  combinaifons  , remarquons 
que  dans  celles-là  on  demande  de  combien  de  maniérés 
différentes , par  exemple , les  lettres  qui  compofent  une 

certaine 
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36O.' 

Ces  confidérations  nous  conduifent  en- 
core plus  loin,  & nous  montrent  aufli  com- 
ment on  doit  trouver  toutes  les  puiflaaces 

certaine  formule  peuvent  changer  de  place , au  lieu  que 
dans  les  combinaifons  on  demande  combien  de  fois  ces 
lettres  peuvent  être  prifes  ou  multipliées  enfemble  une  à 
une  , deux  à deux  , trois  à trois. 

Qu’on  ait , par  exemple  , la  formule  «k,  on  a vu  que 
les  lettres  qui  la  compofent  fouffrent  fix  permutations , 
favoir  abc , acb , bac  , bca  , cab , cba.  Mais  s’il  s’agit  des 
combinaifons  , je  dis  que  ft  on  prend  ces  trois  lettres 
une  à une  , on  a trois  combinaifons , favoir  a , b & c.  Que 
fi  on  les  prend  deux  à deux  , on  a les  trois  combinaifons 
ab , ac  & bc.  Enfin  , que  fi  on  prend  ces  trois  lettres 
trois  à trois  , on  a la  feule  combinaifon  abc. 

Or  de  même  qu’on -prouve  que  5 chofes  différentes 
admettent  1.2. 3. 4.-5  permutations  différentes  , & que  G 
de  ces  y chofes  il  y en  a r égales , le  nombre  des  per- 
mutations eft  7']- j "7  ; on  prouve  aufli  que  chofes  peu- 
vent fe  prendre  r à r , le  nombre  de  fois 

— . — . I.l. J —r 

ou  que  de  ces  5 chofes  on  peut  en  prendre  r_  d’autant 
de  maniérés  différentes.  Cela  fait  que  fi  on  nomme  ^ 
Fexpofant  de  la  puiflance  à laquelle  on  veut  élever  le 

Tomt  1,  T 
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des  racines  qui  font  eompofées  de  plus  de 
deux  termes  (*).  Nous  en  ferons  l’appli- 
cation à la  troifieme  puifTance  de  a-\-b-\-c , 
dont  les  termes  doivent  être  formés  de 

binôme  a-\-b  , & r l’expofant  de  la  lettre  b dans  un  terme 
quelconque,  c’eft  toujours  cette  formule  - 
qni  exprime  le  coefficient  de  ce  terme.  Ainfi  dans  l'exem- 
ple de  cet  article  339  ou  5=7,  on  a pour  le  troifieme 
terme  bb  , l’expofant  r—i , ÔC  par  conféquent  le  coef-  ‘ 
ficient  . 

I .2 

Pour  le  quatrième  terme  on  a r—  3 & le  coefficient 
—— - » & ainfi  de  fuite.  Ce  font , comme  on  voit , les 
mêmes  réfultats  que  par  les  permutations. 

On  a des  traités  complets  & étendus  fur  la  théorie  des 
combinaifons , qu’on  doit  à Meilleurs  Frenicle , de  Mon- 
mort,  Jacques  Bernoulli , &c.  Ces  deux  derniers  ont  appro- 
fondi cette  théorie , relativement  à fon  grand  ufage , 
dans  le  calcul  des  probabilités  , calcul  qui  mériteroit  bien 
qu'on  en  eût  un  traité  élémentaire  en  françois  , non* 
feulement  à caufe  des  nombreufes  applications  qu’on  en 
fait  aujourd’hui  , mais  auffi  parce  qu’il  exerce  l’efprit  plus 

que  tout  autre , & de  la  maniéré  la  plus  agréable. 

/ 

* (*)  On  nomme  ces  racines  ou  ces  quantités  compo- 
fèes  de  plus  de  deux  termes , des  polynômes  , pour  les 
diflinguer  des  binômes  ou  des  quantités  complexes  à deux 
termes. 
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toutes  les  combinaifons  poffibles  de  trois 
lettres  , & où  chaque  terme  doit  avoir  pour 
coefficient , comme  ci-deflùs , le  nombre 
de  les  permutations. 

La  troifteme  puiflance  de 
fera , fans  paffer  par  la  multiplication , a 5 
-j-  ^aab-lç-  3aac-J-  ^abb-\-6abc-\-  }acc  -H’ 
j bbc— J—  j b cc— J— c 5 . 

Suppofons  a=i  , b=z  1 , c^=i , le  cube 
de  i-f-i-f"1 , ou  de  3 , fera 

1+3+3+3+6+3+I+3+3+I;:=i7* 
Ce  réfultat  eft  jufte  & confirme  la  réglé. 

Si  l’on  avoir  fuppofé  a=t , b = i & 
c= — i , on  auroit  trouvé  pour  le  cube 
de  — :Jl,  cefl-à-dire  de  1 

*+3—3+3— 6+3+*— 3+3— *=*• 


T i 
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CHAPITRE  XII. 

Du  Développement  des  Puiffonces  irration- 
nelles par  des  fuites  infinies . 


c 


361. 


O MME  nous  avons  fait  voir  de  quelle 

maniéré  on  doit  trouver  une  puiffance  quel- 
conque de  la  racine  a-\-b  , quelque  grand 
que  foit  l’expofant , nous  fommes  en  état 
d’exprimer  généralement  la  puiffance  de 
a-\-b , dont  l’expofant  fèroit  indéterminé. 
Il  eft  évident  que  fi  on  indique  cet  expofant 
par  n , on  aura  par  la  réglé  donnée  plus 
haut  ( art.  348  & fuiv.  ) : 

(a-\-by—an  + \a*-'b-)r-l^a'-'b'-\-\ 
. a*-3  b' 

&c. 

362. 

Que  fi  on  demandoit  la  même  puiffance 
de  la  racine  a — b , on  ne  feroit  que  changer 
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les  lignes  du  fécond,  quatrième  , fixieme  , 
&c.  terme,  & on  auroit  (a  — b)az=.an 


— - a—  b 4- - . — a"-1  b 1 — 

I > I 2 

+ n «»- 1 «1-2  It-J  „_4  / 4 

1 • T * T • Ta  * » 


&c. 


363. 


Ces  formules  font  d’une  utilité  infigne  ; 
car  elles  fervent  aufli  à exprimer  toutes 
les  efpeces  de  radicaux.  Nous  avons  fait 
voir  que  toutes  les  quantités  irrationnelles 
peuvent  fe  mettre  fous^  la  forme  de  puif- 
fànces  dont  les  expofans  font  rompus , & 

que  y/ a=a*  , y/ a =a*  , & y/ a=za*  , 
&c.  on  aura  donc  aufli 

V7 H-i)=(a+i)*  ; \/(a+t) ={a+i)  ■ 

& J(a-\-b)z=z(a-\-by , &C. 

C’eft  pourquoi , fi  l’on  veut  trouver  la 
racine  quarrée  de  a-j-b , on  n’a  befoin  que 
de  fubflrituer  à l’expofant  n la  fra&ion  -x 
dans  ia  formule  générale  de  l’art.  361  , & 
on  aura  d’abord  pour  les  coëfiiciens , 

T 3 


; 
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» l *z] I . Izl i . Izl , ! 

j a * a 4 * 3 6*4  8 ; 

'-T=-b  =?=>-&  Enfuite  a=J 

/ o «-1 * n-a  i*  H » 

y do^  a,  '—y/*  J a aya  ia  ”* 

&c.  ou  bien  on  pourra  exprimer  ces  puif- 
fances  de  a de  cette  autre  maniéré  : a"  =y/a; 

*-i ya  n-a  n-J  a 

û =Tia  = “ =r=  “T i û — j 
• a a d 

Va-  »-4  * y/a . oT_ 

— T“»  fl  =74==Tr»&c' 


a A- 
* 


364. 

Cela  pofé,  la  racine  quarrée  de  a-\-b 
pourra  s’exprimer  de  la  maniéré  qui  fuit  : 
y/ («-(-£)  = 

Ja  + 1 1 _ I . I bb  f!  + \b  > Ÿ± 

“ la  a *4  «<11140  j 

I i L 5 £4  &'C 

a * 4 * 6 • 8 6 —T-  ï °lC* 

fl4  * 

365. 

Si  donc  a eft  un  nombre  quarré , on 
pourra  affigner  la  valeur  de  y a , & par 
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conféquent  la  racine  quarrée  de  a+ù  pourra 
être  exprimée  par  une  fuite  infinie  fans  au- 
cun figne  radical. 

Soit,  par  exemple,  a=zcc , on  aura 

\/a=cf  donc^C cc+b)~c  + \.h~~ 

, 1 b'  5 b*  - 
"TTi- 77“~IT8*~7  » &c*  * 

On  voit  par-là  qu’il  neft  aucun  nom- 
bre dont  on  ne  puifie  extraire  la  racine 
quarrée  de  la  même  maniéré  ; puifque  tout 
nombre  peut  fe  décompofer  en  deux  par- 
ties , dont  l’une  foit  un  quarré  reprélenté 
par  cc.  Si  on  cherche,  par  exemple  , la 
racine  quarrée  de  6 , on  fera  6= 4 -j-  z', 
par  conféquent  cc= 4,  c=i , 6—1  -,  d’où 
réfulte  |/^=i+r— À + &c* 

Si  on  vouloit  ne  prendre  que  les  deux 
premiers  termes  de  cette  fuite  , on  auroit 
2^  = 7,  dont  le  quarré  7 eft  de  J plus 
grand  que  6 ; mais  fi  on  confidere  trois 
termes  on  a 2 , dont  le  quarré  — £■ 

eft  encore  de  trop  petit. 

T 4 • 
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366. 

Puifque  dans  cet  exemple  £ approche 

beaucoup  déjà  de  la  valeur  vraie  de  y/é, 
nous  prendrons  pôur  6 la  quantité  équiva* 

lente  ^ — l-  Ainfi  cc  = ^i  cz={  -,  b=—'-\ 
& calculant  feulement  les  deux  premiers 

termes  , nous  trouvons  \A  = i+l*  zL 


•—  1 I.-4-=^  — - = -j  le  quarré  de 

— a a s a ao  ao  * a 

2 

cette  fra&ion  étant  ne  furpaffe  que  de 
le  quarré  de  \/ 6. 

Faifant  maintenant  (5  =— — de 

forte  que  c = g&£= — & ne  Pre" 
nant  encore  que  les  deux  premiers  termes , 

1 j__ 

49  I x 400 49  I 400 4 9 ' 

on  a V 6 — — ao  a *49  — 10 

ao  20 

— 5S=ïÎ5  > dont  le  cfuarré  eft  = 

Or  6 réduit  au  même  dénominateur  eft 
» Erreur  neft  donc  plus  que  de 


3841600* 
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•*  367- 

On  pourra  de  la  même  maniéré  expri- 
mer la  racine  cubique  de  a~\~b  par  une 

férié  infinie.  Car  puifque  \/ (a-\-b)~(a+6y  , 
on  aura  dans  la  formule  générale  n—1-  ; 
& pour  les  coëfficiens,  7= j » - r — — J > 

tl— 1 . . !ll ” &c  Rr 

3—  9 9 4 — 3 9 ï — *5  9 <xc’ 

quant  aux  puiflances  de  a , on  aura  an=.yj a ; 
a~' — , }/a\  a~r  -,  a*~3  — \/a  &c. 


aa 


a 
aa 


donc  ^(a+i)=^a+'ri^-  — '-.bb  ^ 

&c. 

368. 

Si  donc  a eft  un  cube,  ou  a=c,f  on 

a y/ a—c  9 & les  lignes  radicaux  s’éva- 
nouiront ; car  on  aura 
3/  1 b 1 M s ^_4 

V(c3+^>=c+3  9 *c6  + 8ïV  »«V* 

+ » &c. 
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369.  - 

Voilà  donc  une  formule,  au  moyen  de 
laquelle  on  pourra  trouver  par  approxima- 
tion , comme  on  dît,  la  racine  cubique  d’un 
nombre  quelconque  ; puifque  tout  nombre 
peut  fe  partager  en  deux  parties  , comme 
c3  ~\-b , dont  la  première  foit  un  cube. 

On  voudroit , par  exemple  , déterminer 
la  racine  cubique  de  2 j on  repréfentera 
2 par  1— j— 1 , de  façon  que  c=i  & b=  1 , 

par  conféquent  ^2=1+  J — 

les  deux  premiers  termes  de  cette  fuite  font 

1 ^ = j , dont  le  cube  ^ eft  trop  grand 

de  Qu’on  faffe  donc  2 = ^ ^ , on 

aura  c=  b— — ^ , & par  conféquent 


3 "12 

X 2= ±4--.-^;  Ces  deux  termes 

w 3 1 ? 16  * 


font 


dont  le  cube  eft  °r  1 

JEt  voilà 


4 

j 

aidfi  l’erreur  eft  ^5, 


7075 
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comment  on  pourra  approcher  toujours  da- 
vantage , & d’autant  plus  vite  qu’on  pren- 
dra un  plus  grand  nombre  de  termes  (*). 

(*)  M.  Hdllty  a donné  dans  le*  Tranfaftions  philofo - 
phiqu.es  de  1694  une  méthode  très-belle  & très- générale 
pour  extraire  par  approximation  les  racines  d’un  degré 
quelconque.  Monûeur  Halley  prouve  qu’on  a généra- 

ment  y/ -p  — ^rr  * Hh  ^ (m_i  J*  ( mm-m  ) a"»-»* 

Ceux  qui  ne  feront  pas  à portée  de  confulter  les  Tran- 
fafüons  pkilofophiques  , trouveront  des  éclairciflëmens  fur 
la  formation  & fur  les  ufages  de  cette  formule , dans  la 
nouvelle  édition  des  Leçons  élémentaires  de  Mathématiques 
de  M.  l’Abbé  de  la  Caille , publiées  par  M.  l’Abbé  Marie. 
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CHAPITRE  XIM. 

Du  Développement  des  Puijjances  négatives . 

370. 

N o u s avons  fait  voir  plus  haut  qu’on 
peut  exprimer  \ par  a-1  > on  peut  donc  de 
même  exprimer  par  ( a-\~b)~l  * de  forte 

que  la  fra&ion  ~b  peut  être  regardée 
comme  une  puiflance  de  a+b , c’eft-à-dire 
celle  dont  l’expofant  eft  — 1 j & il  s’enfuit 
de  là  que  la  férié  trouvée  ci-deflus  pour  la 
valeur  vde  s’étend  aufli  à ce  cas. 

- 371- 

Puis  donc  que  ~~b  lignifie  autant  que 
(<1- \-b)~l , fuppofons  dans  la  formule  citée 
n— — 1 j nous  aurons  d’abord  pour  les 
coëfficiens  : * = — 1 * 1 j'y— — 1 j 

y— — t ? &c. } & enfuite  pour  les  puil- 
fances  de  a a 
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ainfi 

à1  1 a1  a*  1 a'  a6 
la  même  fuite  que  noms  avons  déjà  trouvée 
plus  haut  par  la  divifion. 

• -*37*- 

* De  plus^—j^  étant  autant  que  (a+£)-% 

réduifons  aufïi  cette  formule  en  une  fuite 
infinie.  11  faudra  pour  cet  effet  fuppofèr 
n= — 2,  & nous  aurons  pour  les  coëf- 

ficiens  d’abord  " = — \ ; ~ =— * ; — 
— — ± j , 8rc.  Et  pour  les  puif* 

fances  de  a : a”  ==  ; a*-1  = j a"-1 


= — ; a*“J  = — , &c.  Nous  obtenons 

a4  • a5  * 


donc  (a-\-b)~'z= 


w 

b' 


I 

a1 


4_ a 3 ^ ü 4 i!  1 * 1 4. 5^1  &c 

*•  * ' a * a«  . a«  1 i *a*3-  4 a5  » **  * 
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Or-  — 1 • - 1 — f - 1 - — a • l L 4 f 
wri  2 > i * a 3>  i*i*3 4*  M*2*J*4 

= 5 , &c.  Par  conféquent  nous  avons 

i * i ’ ■ b , b'  b 3 6* 

* a 1 a 3 ' ^ <t4  ^ a 5 ^ a 4 

_6^+7aî»  &C- 

373-  ’ 

Continuons  & fuppofons  «= — 3 , nous 
aurons  une  fuite  qui  exprimera  la  valeur 

de  ^"|  ou  de  (a-}-£)_3.  Les  coëfficiens 
feront  : 7 — — ~ - — — 1*  — — I - 

1,1  i»  . 3 — 3 > 

&c.  & les  puiffances  de  a de- 
viennent: a"  — ; /y*-1  : — JL  • /t»-» — -i_ 

a}  9 - a<’  a' 

&c.  ce  qui  nous  donne  : - — rL-—  = -L, 

(a-f-p)3  a3 

4_i  11  I i’  J.  H s_  1 ^ 

3 a4”1*1^  ‘’»'3  4iT>Vj‘4  7 

« I b -b*  b 3 £4 

&C.  — — 7 — 3~r  + 6—r  — ÎO -r+  I«  -7 
a3  * a 1 a’  a6  3 a7 


XI 


- £6. 


b7  ' 


+ l8I7-3«fr.  + 4î£rT&c 
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F aifons  encore  n = — 4 t nous  aurons 

pour  les  coèfficiens  : " = — — -• 

— ji  v— — J &c.  & pour  les  puif- 

fances  : a'  = ~ -,  a-  = ^ ; «-=  ±. . ■ ■ 
a'”'  = — ; » a'"‘=  -V,  &c.  d’où  l’on  tire: 

a'  û 

1 — ! 4 ^ 1 4 * ^ 4^6^' 

(a-^-6)4  a4  1 ’ a’  ' ****a6  7*2*3a7 

1 45  6 7 q r 1 £ « 

' ,,2‘îv  a8^c — ^r‘‘^i*7r  + 10 

b>  1 - £4  £*-r  - 

20  3 5 ^7  » ^C* 

374-  . 

Les  différera  cas  que  nous  venons  de* 
conlidérer  nous  mettent  en  état  maintenant 
de  conclure  avec  certitude  qu’on  aura  gé-' 
néralement  pour  une  telle  puiffance  néga- 
tive quelconque  de  a-\-b  : 

* . * m b I m m + j b m 

( a-j-b)m  an  * * * ”*  2 * 

Zf  , 

ÎÜI  _ L Rrr 

*2*3*  ma-j  J > 


a"-a  1 
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Et  on  peut , moyennant  cette  formule , 
transformer  toutes  ces  efpeces  de  fraélions 
en  fuites  infinies , en  fubftituant  même  à 
m des  fra&ions , afin  d’exprimer  des  for- 
mules irrationnelles. 


375- 

Pour  éclaircir  encore  davantage  cette 
matière  , nous  joindrons  ici  les  considé- 
rations qui  fuivent. 

Nous  avons  trouvé  : 

■ — ■ A i *’■  i t i 

° n1  » ni  n*  • ni  nù 


l+b 


&c. 

Si  nous  multiplions  donc  cette  fuite  par 
a-\-b  , il  faut  que  le  produit  foit  = i : & 
cela  Sè  trouve  vrai , comme  on  va  le  voir , 
en  effe&uant  la  multiplication  : 


+ 
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Nous  avons  trouvé  auffi 


(a-\-by 


îb.^bb  4 b'.jb*  6b 5 


_L2_ 

«I  » „4 


&c.Si 


on  multiplie  donc  cette  fuite  par  ( a-\-b  )* , 
il  faut  que  le  produit  foit  pareillement  = i . 
Or  (a-\-b)' =zaa-^-iab-\-bb  , voici  donc 
le  plan  de  l’opération-: 

lit 4. 

aa  a1  ‘ a4  a ' * ab  a7  * 

&c. 

aa-^-iab-\-bb 


,_i 1Ü—  5^  -i-&c. 

a I «a  3 • fl«  fl  S * 

4_iî *bb  | ^ 3 1 10^*  1 &ç 

la  aa  < „3  „ 4 » /,  S KC* 

H" 


+&c. 

/I  3 • /I4  ztl 


i produit  que  la  nature  de  la  chofe  exigeoit. 
Tome  /.  V 
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Que  fi  l’on  ne  multiplioit  que  par  a-\-B 

la  férié  trouvée  pour  la  valeur  de  -, — f-y— , 

r ‘ > («+*) 
il  faudroit  que  le  produit  répondît  à la  frac- 
tion —4 , ou  fût  égal  à la  férié  trouvée  ci- 

deffus,  + + ^ &c.  & 

c’eft  ce  que  la  multiplication  effeÔive 
confirmera. 


j î 3^  4b1  , 5 b* 

aa  a3  'a'  a3  1 a6 

a-j-Æ 


&c. 


I_L*4_îW_lA!4_l^!  &c 

a aai  flî  a4  ' a3  . 

l bh  , } B1 


I dj 


it4&c. 


a’ 


• 44  1 a3  a4  1 a3 
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SECTION  TROISIEME. 

Des  Rapports  6 des  Proportions. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Du  Rapport  arithmétique , ou  de  la  différence 
entre  deux  Nombres . 

378. 

D eux  grandeurs  font  ou  égales  i’une 
à l’autre  , ou  elles  ne  le  font  pas.  Dans  ce 
dernier  cas  où  l’une  eft  plus  grande  que 
l’autre  , on  peut  envifager  leur  inégalité 
fous  deux  points  de  vue  différens  \ on  peut 
demander  de  combien  une  des  quantités  elt 
plus  grande  que  l’autre  ? On  peut  aulîi  de- 
mander combien  de  fois  l’une  eft  plus  grande 
que  l’autre  ? Les  déterminations  qui  for- 
ment les  réponfes  à ces  deux  queftions , fe 

V 2 • 
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nomment  toutes  deux  des  rapports  ou  des 
raifons  -,  on  a coutume  de  nommer  la  pre- 
mière rapport  arithmétique  , & la  fécondé 
rapport  géométrique  , fans  cependant  que 
ces  dénominations  ayent  aucune  liaifon 
avec  la  chofe  même  ; c’eft  arbitrairement 
qu’elles  ont  été  adoptées. 

379- 

« 

On  s’imagine  bien  (ans  doute  qu’il  faut 
que  les  grandeurs  dont  nous  parlons  foient 
d’une  même  efpece , puifque  fans  cela  on 
ne  pourroit  rien  déterminer  au  fujet  de  leur 
égalité  ou  de  leur  inégalité.  Il  feroit  ab- 
furde , par  exemple  , de  demander  fi  deux 
livres  & trois  aunes  font  des  quantités 
égales  ? C’efI  pourquoi  dans  ce  qui  va  fuivre 
il  ne  peut  être  queftion  que  de  quantités 
d’une  même  efpece  -,  & comme  elles  peu- 
vent toujours  être  alignées  en  nombres , 
ce  n’eft  auffi , comme  nous  en  avons  averti 
dès  le  commencement , que  des  nombres 
dont  nous  traiterons. 
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380. 

Quand  on  demande  donc  de  deux  nom- 
bres donnés , de  combien  l’un  eft  plus  grand 
que  l’autre,  la  réponfe  à cette  queftion 
détermine  le  rapport  arithmétique  de  ces 
deux  nombres.  Or  puifque  cette  détermi- 
nation fe  fait  en  indiquant  la  différence  des 
deux  nombres , il  s’enfuit  qu’un  rapport 
arithmétique  n’eft  autre  chofe  que  la  dif- 
férence entre  deux  nombres.  Et  comme 
ce  mot  de  différence  nous  paroît  une  ex- 
preffion  plus  propre,  nous  réfèrverons  celles 
de  rapport  ou  raifon  , pour  exprimer  les 
rapports  géométriques. 

381. 

La  différence  entre  deux  nombres  fe 
trouve , comme  on  fait , en  fouftrayant  le 
plus  petit  du  plus  grand  ; rien  de  plus  facile 
par  conféquent  que  de  réfoudre  la  queftion  , 
de  combien  l’un  eft  plus  grand  que  l’autre. 
Et  dans  le  cas  donc  où  les  nombres  font 

V 3 
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égaux  , la  différence  étant  nulle  ou  zéro , 
<i  l’on  demande  de  combien  un  des  nom- 
bres eff  plus  grand  que  l’autre  , on  répon- 
dra, de  rien.  Par  exemple , 6 étant  =2.3  , 
la  différence  entre  6 & 2.3  eff  o. 


\ 

I 

\ 


382. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ne  font 
pas  égaux , comme  5 & 3 , & qu’on  de- 
mande de  combien  5 eff  plus  grand  que  3 , 
la  réponle  eft , de  2 j & elle  fe  détermine 
en  fouftrayant  3 de  5.  De  même  15  eff 
plus  grand  que  5 , de  10  -,  & 20  furpaffe 
8 de  12. 

383. 

Nous  avons  donc  trois  chofes  à confi- 
dérer  ici  : 1 le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres ; 2.0  le  plus  petit , 3.0  la  différence. 

Et  ces  trois  quantités  ont  entr  elles  une  liai- 
fon  telle , que  deux  des  trois  étant  données , 
elles  déterminent  toujours  la  troifieme. 

Soit  le  plus  grand  nombre  = a , le  plus 
petit  = b j & la  différence  =ui  : on  trou- 
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vera  la  différence  d en  fouftrayant  b de  a , 
de  façon  que  d=a — b ; d’où  l’on  voit 
comment  a & b étant  donnés  on  peut  trou- 
ver d. 

384. 

« 

Mais  fi  c’eft  la  différence  qui  eft  donnée 
avec  le  plus  petit  des  deux  nombres , ou  b , 
ce  fera  le  nombre  plus  grand  qu’on  pourra 
déterminer, favoir,  en  ajoutant  enfemble  la 
différence  & le  nombre  plu?  petit , ce  qui 
donne  a=b-^-d.  Car  fi  on  ôte  de  b~\^d 
le  moindre  nombre  b , il  refte  d , qui  eft 
la  différence  connue.  Soit  le  moindre  nom- 
bre = t 2 , la  différence  = 8 , le  nombre 
plus  grand  fera  = 20. 

' 38  5- 

Enfin  fi  outre  la  différence  </le  plus  grand 
nombre  a eft  donné , on  trouve  l’autre  nom- 
bre b en  fouftrayant  la  différence  du  plus 
grand  nombre , ce  qui  fait  qu’on  a b=a — d. 
Car  fi  j’ôte  le  nombre  a — d du  nombre 

V 4 


/ 
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plus  grand  a,  il  relie  d , qui  eft  la  différence 

donnée. 

386. 

1 - 

La  liaifon  entre  ces  trois  nombres  a,  b , d 
eft  donc  telle  qu’on  en  tire  les  trois  dé- 
terminations fuivantes  : i.°  dz=a — b ; 

2.°  a=zb-^-d  i 3.0  b— a — d ; & fi  une 
de  ces  trois  comparaifons  eft  jufte , il  faut 
néceffairement  que  les  deux  autres  le  foient 
aufli.  Donc  en  général  ft  ^z=zx-\-y  , il 
faut  abfolument  que  — xfk  x={—y- 

387. 

Il  eft  à remarquer  au  fujet  de  ces  raifons 
arithmétiques , que  fi  l’on  ajoute  aux  deux 
nombres  a & b un  nombre  c pris  à volonté , 
ou  qu’on  l’en  fouftraie  , la  différence  refie 
la  même.  C’eft-à-dire  que  fi  d eft  la  dif- 
férence entre  a & b , ce  nombre  d fera 
aufli  la  différence  entre  c-j-c  & b-\-c , & 
entre  a — c & b — c.  Par  exemple , la  dif- 
férence entre  les  nombres  20  & 1 2 étant  8, 
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cette  différence  reffera  la  même , quelque 
rfombre  qu’on  ajoute  à ces  nombres  20 
& 12,  & quelque  nombre  qu’on  en  re- 
tranche. 

388. 

La  preuve  en  eft  évidente.  Car  fi  a — b 
=d , on  a auffi  (a-j-c)  — (b-\-c)=xli  & 
de  même  ( a — c)  — {b — c)=d. 

389- 

Si  on  double  les  deux  nombres  a & b , 
h différence  deviendra  double  aufii.  Ainfi 
quand  a — b=zd , on  aura  2 a — xb—xd.} 
& en  général  na — nbz=znd , quelque  nom- 
bre qu’on  prenne  pour  n. 


3*4 
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CHAPITRE  IL 

Des  Proportions  arithmétiques. 

39a 

Lorsque  deux  rapports  arithmétiques 
font  égaux , cette  égalité  fe  nomme  une 
proportion  arithmétique. 

Ainfi  quand  a — b~i  & p — q-=.i , de 
forte  que  la  différence  eft  la  même  entre 
les  nombres  p & q , qu’entre  les  nombres 
a & b , on  dit  que  ces  quatre  nombres  for- 
ment une  proportion  arithmétique  ; on 
l’écrit  a — bzz=zp — q , & on  indique  claire- 
ment par-là  que  la  différence  entre  a & £ 
eft  égale  à la  différence  entre  p & q. 

391* 

Une  proportion  arithmétique  confifte 
donc  dans  quatre  termes  , qui  doivent  être 
tels , que  ft  on  fouftrait  le  fécond  du  pre- 
mier, le  refte  fe  trouve  le  même  qu’en 
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fouflrayant  le  quatrième  du  troifïeme.  Ainfi 
ces  quatre  nombres  12,7,  9 , 4 forment 
une  proportion  arithmétique,  parce  que 

12  — 7 — 9 — 4 (*)• 

39a. 

Quand  on  a une  proportion  arithmé- 
tique comme  a — b=p — q , on  peut  faire 
changer  de  place  au  fécond  & aii  troi- 
fïeme terme  , en  écrivant  a — p — b — q 
cette  égalité  ne  fera  pas  moins  vraie.  Car 
puifque  a — b—p — q , qu’on  ajoute  d’abord 
b des  deux  côtés , on  aura  a=zb  -f-  p — q . 
Qu’on  fouftraie  enfuite  p des  deux  côtés  , 
on  aura  a — p — b — q. 

Ainfi,  comme  1 1 — 7=9 — A > on  a suffi 

12—9—7  — 4. 

393- 

On  peut  auffi  dans  toute  proportion  arith- 
métique , mettre  le  fécond  terme  à la  place 

(*)  Pour  défigner  que  ces  nombres  font  une  telle  pro- 
pottion,  quelques-uns  les  écrivent  asnfi  : 11.7:9.4. 
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du  premier , fi  on  fait  en  même  temps  une 
tranfpofition  pareille  du  troifieme  & du 
quatrième.  C’eft-à-dire  que  fi  a — b—p — q , 
on  aura  auffi  b — a-=.q — p . Car  b — a eft 
la  négative  de  a — b , & de  même  q — p 
eft  la  négative  de  p — q . Ainfi  , puifque 
12 — 7=9 — 4,  on  a pareillement  7 — 12 

=4—9. 

394. 

Mais  la  propriété  principale  d’une  pro- 
portion arithmétique  quelconque  eft  celle- 
ci  : que  la  fomme  du  fécond  & du  troifieme 
terme  eft  égaie  conftamment  à la  fomme 
du  premier  & du  quatrième  terme.  Cette 
propriété , à laquelle  il  faut  bien  faire  at- 
tention , s’exprime  aufli  de  cette  façon  : la 
fomme  des  moyens  eft  égale  à la  fomme 
des  extrêmes . Ainfi , comme  1 2 — 7=9 — 4 , 
on  a 7-|~9=i  2-f-4  ; & en  effet  la  fomme 
eft  16  de  part  & d’autre. 
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395- 

Soit , pour  démontrer  cette  propriété 
principale  , a — b—p — q ; fi  on  ajoute  de 
part  & d’autre  b-^-q , on  a a-^-q==b-^-p  ; 
c’eft-à-dire  que  la  fomme  du  premier  & 
du  quatrième  terme  eft  égale  à la  fomme 
du  fécond  & du  troifieme.  Et  réciproque- 
ment , fi  quatre  nombres , a , b , p , q , font 
tels  que  la  fomme  du  fécond  & du  troi- 
fieme eft  égale  à la  fomme  du  premier  & 
du  quatrième  , c’eft-à-dire  que  b+p=a+q , 
on  en  conclût , fans  pouvoir  fe  tromper , 
que  ces  nombres  font  en  proportion  arith- 
métique , & que  a — b—p — q.  En  effet , 
puifque  a-\-q^=,b-\-p , fi  on  fouftrait  de 
l’un  & de  l’autre  côté  b-^-q , on  obtient 
a — b—p — q . 

Ainfi  les  nombres  18,13,15,10  étant 
tels  que  la  fomme  des  moyens  1 3 -j—  1 5 
= 28  eft  égale  à la  fomme  des  extrêmes 
1 8— j— 10=28,  on  eft  certain  qu’ils  forment 
auffi.  une  proportion  arithmétique , & par 
çonféquent  que  18 — 13=15  — io» 
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396. 

11  elt  facile  au  moyen  de  la  propriété 
dont  nous  parions , de  réfoudre  la  queflion 
qui  fuit  : les  trois  premiers  termes  d’une 
proportion  arithmétique  étant  donnés  , 
trouver  le  quatrième  ? Soient  a , b ,p  ces 
trois  premiers  termes  , & exprimons  par  y 
le  quatrième  qu’il  s’agit  de  déterminer,  nous 
aurons  a-\-qz=zb~\-p  ; fouflrayant  enfuite  a 
de  part  8c  d’autre , nous  obtenons  qz=.b-\-p 
—a.  Ainfi  le  quatrième  terme  fe  trouve  en 
ajoutant  enfèmble  le  fécond  & le  troifïeme  , 
& en  fouflrayant  de  cette  fomme  le  premier. 
Suppofez  , par  exemple,  que  19  , 28,  1 $ 
foient  les  trois  premiers  termes  donnés , la 
fomme  du  fécond  & du  troifleme  eft— 4 1 ÿ 
ôtez-en  le  premier  qui  efl  19 , il  refie  12 
pour  le  quatrième  terme  cherché  , & la 
proportion  arithmétique  fera  indiquée  par 
19 — 28=13 — n,  ou  par  28 — 19=22 
— 13,  ou  par  28 — 22=19 — 13. 
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■* 

Lorfque  dans  une  proportion  arithmé- 
tique le  fécond  terme  eft  égal  au  troifteme , 
on  n’a  que  trois  nombres , mais  dont  la 
propriété  eft  telle  que  le  premier  moins 
le  fécond  fait  autant  que  lè  fécond  moins 
le  troifîeme , ou  bien  que  la  différence  entre 
le  premier  & le  fécond  nombre  eft  égale 
à la  différence  entre  le  fécond  & le  trot-* 
fieme.  Les  trois  nombres  19*  15,  1 1 font 
de  cette  efpece , puifque  1 9 — 1 5=1 5 — 1 1. 

' 398. . . 

On  dit  de  trois  nombres  tels  que  ceux-là , 
qu’ils  forment  une  proportion  arithmétique 
continue , & on  le  défigne  quelquefois  par 
le  ligne  4 , en  écrivant , par  exemple  , 
7-19,15,11.  On  nomme  auffi  ces  fortes 
, de  proportions  des  progrejjions  arithméti- 
ques y fur-tout  s’il  y a un  plus  grand  nombre 
de  termes  qui  fe  fuivent  conformément  à 
la  même  loi,  ' 
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Une  progrefllon  arithmétique  peut  être 
ou  croisante  ou  décroijfante.  La  première 
dénomination  lui  convient  quand  les  termes 
vont  en  augmentant , c’eft-à-dire , quand 
le  fécond  furpaiïe  le  premier , 6c  que  le 
troifieme  furpafle  d’autant  le  fécond , comme 
ces  nombres-ci , 4,7,  10.  La  progrefllon 
décroiffante  efl:  celle  où  les  termes  vont 
toujours  en  diminuant  de  la  même  quan- 
tité, tels  font  les  nombres  9,3,  1. 

399- 

Suppofons  que  les  nombres  a,b  ,c  foient 
en  progrefllon  arithmétique  , il  faut  que 
a — bz=b — c , d’où  il  fuit , à caufe  de  l’éga- 
lité de  la  fomme  des  extrêmes  8c  de  celle 
des  moyens , que  2 bz=ui-)ç-c  ,•  8c  fi  on  foufi- 
trait  a de  part  6c  d’autre , on  a c=xb — a. 

400. 

# 

Ainfi  quand  les  deux  premiers  termes 
d’une  progrefllon  arithmétique  font 
donnés , on  trouve  le  troifieme  , en  ôtant 

le 
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le  premier  du  double  du  fécond.  Soient 
1 & 3 les  deux  premiers  termes  d’une  pro- 
greffion  arithmétique , le  troifieme  fera 
= 2.3  — 1=5.  Et  ces  trois  nombres  1,3, 3 
donnent  la  proportion  1 — 3=3 — 5. 

4OI. 

On  peut , en  fuivant  la  même  voie , aller 
plus  loin  & continuer  la  progrefîion  arith- 
métique aufli  loin  qu’on  voudra  : on  n’a 
qu’à  chercher  le  quatrième  terme  moyen- 
nant le  fécond  & le  troifieme , de  la  même 
maniéré  qu’on  a déterminé  le  troifieme  au 
moyen  du.  premier  & du  fécond , & ainfi 
de  fuite.  Soit  a le  premier  terme,  & b le 
fécond,  le  troifieme  fera  = ib — a,  le 
quatrièmes  4^ — 2 a — b=)b — 1a  , le  cin- 
quième —6b — 4 a — ib-\-a  = 4b  — 3 a,  le 
fixieme  =8 b — 6a — $b-\-iaz=z)b — 4 a , le 
feptieme  s 10  b—  S b — 4^-}"  3 a=z6b—)  a . 
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" CHAPITRE  III. 

402.  . 

Des  ProgreJJions  Arithmétiques . 

jV^ous  avons  inlînué  qu’on  nomme  pro- 
grejfion  arithmétique  une  fuite  de  nombres 
compofee  d’autant  de  termes  qu’on  veut , 
lefquels  croiffient  ou  décroiflent  toujours 
d’une  même  quantité. 

Ainfi  les  nombres  naturels  écrits  par 
ordre , comme  1,2,354,5,6,7,8, 
9,10,  &c.  forment  une  progreffion  arith- 
métique , parce  qu’ils  augmentent  toujours 
de  l’unité  ; & la  fuite  25,  22,  19,  16, 
13,10,7,4,  1,  &c.  eft  auffi  une  telle 
progreffion  , puifque  ces  nombres  dimi- 
nuent conftamment  de  3. 

4O3. 

Le  nombre  ou  la  quantité  dont  les  termes 
cTune  progreffion  arithmétique  deviennent 
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plus  grands  ou  plus  petits , fe  nomme  la 
différence.  Ainfi  quand  le  premier  terme  eft 
donné  avec  la  différence , on  peut  conti- 
nuer la  progreflion  arithmétique  aufli  loin 
qu’on  voudra.  Soit , par  exemple , le  pre- 
mier terme  = 2 , & la  différence  = 3 , 
on  aura  la  progreflion  croiffante  qui  fuit  : 
2,5,8,  1 1 , 14,  17, 20,23,  26, 29 
où  chaque  terme  fe  trouve  en  ajoutant  la 
différence  au  terme  précédent. 

• . 4°4* 

;On  a coutume  d’écrire  les  nombres  natu- 
rels , 1 , 2 , 3,4,5,  &c.  au-deflùs  des 
termes  d’une  telle  progreflion  arithmétique , 
afin  qu’on  reconnoiffe  d’abord  le  rang  où 
un  terme  quelconque  fe  trouve  être  dans 
la  progreflion.  On  peut  nommer  ces  nom- 
bres écrits  au-deflùs  des  termes , des  in- 
dices ; ainfi  l’exemple  cité  s’écrira  comme 
il  fuit  : ' - 1 , ..." 

t Indices  , i,2r3,4,5*6>7>8»9>ÏO 
Prog . arithm . 2, 5,8 , 1 1 , 1 4, 1 7,20, 2 3 , 2(3, 29 

X 2 
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&c.  oîi  l’on  voit  que  29  eft  le  dixième 

terme. 

405. 

Soit  a le  premier  terme , & d la  diffé- 
rence , la  progreflion  arithmétique  conti- 
nuera dans  cet  ordre  : 

1 * 3 4 f 6 7 

a^a+d9  a+id , a+3 d, <2+4 c/,  0+5*/, a+6^ , &c. 
par  lequel  on  voit  qu’il  eft  facile  de  trou- 
ver aufli-tôt  un  terme  quelconque  de  la 
progreflion  , fans  qu’il  foit  néceffaire  de 
connoître  tous  les  termes  précédera  £)& 
uniquement  par  le  moyen  du  premier  terme 
a & de  la  différence  d.  Par  exemple , le 
dixième  terme  fera  = a-\-<)d , le  centième 
terme =a-f-99</,  & en  général  le  terme 
n quelconque  fera  = a -|-  ( n — 1 ) d. 


Lorfqu’on  s’arrête  en  quelque  endroit  de 
la  progreflion  , il  eft  effentiel  de  faire 
attention  au  premier  & au  dernier  terme  , 
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& l’indice  du  dernier  indiquera  le  nombre 
des  termes.  Si  donc  le  premier  terme = a , 
la  différence =d,  & le  nombre  des  termes 
—n  , on  a le  dernier  terme  =a-j-(/z — 1 )dt 
lequel  le  trouve  par  conféquent  en  mul- 
tipliant la  différence  par  le  nombre  des 
termes  moins  un , & ajoutant  à ce  produit 
le  premier  terme. 

Suppofez  , par  exemple,  une  progrefllon 
arithmétique  de  cent  termes , dont  le  pre- 
mier = 4,  & que  la  différence  foit=3, 
le  dernier  terme  fera=99,3-J-^.=)Qi. 

407. 

Lorfqu’on  connoît  le  premier  terme  a 8c 
le  dernier  { , avec  le  nombre  des  termes 
= n,  on  peut  trouver  la  différence  d . Car 
puifque  ië  dernier  terme  £=a-|-(/i — i)d, 
fi  on  fouftrait  de  part  & d’autre  cl  , on  ob- 
tient ç — <i~ (n — i)d.  Ainfi  enfouftrayant 
le  premier  terme  du  dernier,  on  a le  produit 
de  la  différence  multipliée  par  le  nombre 
des  termes  moins  1.  On  n’aura  donc  qu'à 

x 5 
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divifer  { — a par  n — i pour  obtenir  la  valeur 
cherchée  de  la  différence  d>  qui  fera=^. 
Ce  réfultat  fournit  cette  réglé  : on  fouftrait 
le  premier  terme  du  dernier  terme , & on 
divife  fê  refte  par  le  nombre  des  termes 
diminué  de  l’unité , le  quotient  eft  la  diffé- 
rence ; par  le  moyen  de  laquelle  on  eft 
en  état  enfuite  d’écrire  toute  la  progrefliom 

408. 

Suppofons  , par  exemple  , une  progref 
fîon  arithmétique  de  neuf  termes , dont  le 
premier  foit  = 2 , & le  dernier  = 26 , & 
qu’il  s’agiffe  de  trouver  la  différence.  Il  fau- 
dra donc  fouftraire  le  premier  terme  2 du 
dernier  1 6 & divifer  le  refte  , qui  eft  24, 
par  9 — 1 , c’eft-à-dire  par  8 -,  le  quotient  3 
fera  égal  à la  différence  cherchée  , & la 
progreftion  entière  fera  : 
123456789 
2,  5 , 8,  II,  14,  17,  20,  23  , 26. 

Suppofons , pour  donner  un  autre  exem- 
ple , que  le  premier  terme  foit  = 1 , le 
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dernier  =1 , le  nombre  des  termes =10, 
& qu’on  demande  la  progreffion  arithmé- 
tique qui  répond  à ces  fuppofîtions , nous 
aurons  aufîi-tôt  pour  la  différence  ^5r  ^ \ > 
& de  là  nous  conclurons  que  la  progreffion 
eft  : 

i *34  56789  10 

I I—  1—  l—'t—  T-  1—  T—  T ® -» 

1 * 9 ’ 9 ’ 9 ’ *9’  9>  9 ’ ^ > 9 » 2* 

Autre  exemple.  Soit  le  premier  terme 

= 2 le  dernier  = 1 * I , & le  noinbw 
3 * . 


des  termes  =7,  on- aura  la  différence 


1 2 -- 

2 


7—1  6 36 

féquent  la  progreffion  : 


1 z 3 4 5 6 7 

,1  i 13  3 1 19  1 

3>4^5j5iS>  7i»>  9 9 > 3 ® 3 6 9 * * 


409. 

Maintenant  fi  les  données  font  le  pre- 
mier terme  a , le  dernier  terme  ç & la 
différence  d , elles  font  trouver  le  nombre 
des  termes  n.  Car  puifque  { — a=(n—i)d, 
0n  divifèra  des  deux  côtés  par  d,  & on  aura 

X 4 
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Ç=/I — I.  Or  n étant  de  i plus  grand 
que  n — i , on  a n=~p-j-i  ; par  confé- 
quent  le  nombre  des  termes  fe  trouve  en 
divifant  la  différence  entre  le  premier  & 
le  dernier  terme , ou  ^ — a , par  la  diffé- 
rence de  la  progreffion , & en  ajoutant 

l’unité  au  quotient  Ç. 

Soit , par  exemple  , le  premier  terme 

= 4 , le  dernier  = i oo  , & la  différence 

* 

= 12,  le  nombre  des  termes  fera 
& voici  quels  feront  ces  neuf  termes  : 
123456789 
4,16,  28,  40,  52,  64,  76,  88,100. 

Si  le  premier  terme  = 2 , le  dernier  = 6 , 
& la  différence  = 1 j , le  nombre  des  ter- 
mes fera  A-  +1=4 , & ces  quatre  termes 

1 1 

feront 

12  3 4 

2 1 ✓ 

1 » 3j>  4J  9 o» 

Soit  encore  le  premier  terme  = 3 j- , le 
dernier =7 j,  & la  différence  = ij,  le 
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y 2 j I 

nombre  des  termes  fera  = — - — 7 — - -J-  1 

1 9 

=4  j & voici  ces  quatre  termes  : 

1 7 /i  2 

3 J > 4f>  > 6 9 > 7 f • 

410. 

Mais  il  faut  obferver  que  le  nombre  des 
termes  devant  être  néceffairement  un  nom- 
bre entier  , fi  on  n’avoit  pas  trouvé  un  tel 
nombre  pour  n dans  les  exemples  de  l’ar- 
ticle précédenr , les  queftions  auroient  été 
abfurdes. 

Toutes  les  fois  donc  qu’on  ne  trouvera 
pas  un  nombre  entier  pour  la  valeur  de 
*7,  il  fera  impoflible  de  réfoudre  la  ques- 
tion j & par  conféquent  pour  que  ces  fortes 
de  queftions  Soient  poflibles , il  faut  qùe 
f — a Soit  divisible  par  d* 

4II. 

On  conclura  de  ce  que  nous  avons  dit , 
qu’on  a toujours  quatre  quantités  ou  éié- 
mens  à confidérer  dans  une  progreffion 
arithmétique  : 
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I.  le  premier  terme  a , 

II.  le  dernier  terme  { , 

• III.  la  différence  d , 

IV.  le  nombre  des  termes  n. 

Et  les  rapports  de  ces  quantités  les  unes 
aux  autres  font  tels , que  û on  en  connoît 
trois , on  eft  en  état  de  déterminer  la  qua- 
trième , car  : 

I.  Si  a , d & n font  connus,  on  a ^=a 

-}-(*— 1)</. 

II.  Si  d & n font  connus,  on  a <z:=£ 

— (n — i)  d, 

III.  Si  a,  { & « font  connus , on  a d=^. 

IV.  Si  a , ^ & d font  connus , onan  = î7 

+ *• 
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De  la  Sommation  des  P rogrejjions 
arithmétiques . 


412. 


O N a fouvent  befoin  aufli  de  prendre 
la  fomme  d’une  progreflion  arithmétique. 
On  la  trouveroit  en  ajoutant  enfemble  tous 
les  termes  $ mais  comme  cette  addition 
fêroit  très -prolixe  , quand  la  progreflion 
confifte  en  un  grand  nombre  de  termes , 
on  a imaginé  une  réglé , par  le  fecours  de 
laquelle  on  trouve  très-faciiemeçit  la  fomme 
dont  nous  parlons. 


4r3*  * - 

Nous  confidérerom  d’abord  une  progref- 
lion  de  cette  efpece  qui  foit  donnée , & 
telle  que  le  premier  terme  = 1 , la  diffé- 
* rence  = 3 > Ie  dernier  terme  = 29,  & le 
nombre  des  termes  = io  : 


33*  E L È M E N s 

ï i"  3 4 5 6 7 8 9 io:  ' 

2,5,8,11,  14, .17, 20,  23, 26,  29. 

Nous  voyons  que  dans  cette  progreflion 
la  fomme  du  premier  & du  dernier  terme 
— 31  ; la  fomme  du  fécond  & du  pénul- 
tième = 31  ; la  fomme  du  troilîeme  & de 
l’antépénultieme  = 3 1 , & ainfi  de  fuite  ; 
& nous  en  conclurons  que  la  fomme  de 
deux  termes  quelconques  également  éloi- 
gnés l’un  du  premier  & l’autre  du  dernier 
terme  , eft  toujours  égale  à la  fomme  du 
premier  &:  du  dernier  terme. 


4M- 

Il  eft  facile  d’en  faifir  la  raifon.  Car  fi 
nous  fuppofons  le  premier  terme  = a , le 
dernier  ={,  & la  différence  d , la  fomme 
du  premier  & du  dernier  terme  eft  ==a-f-{  » 
& le  fécond  terme  étant  = a~\-d  & le  pé- 
nultième =7l  — d,  la  fomme  de  ces  deux 
termes  eft  auffi  =a4~{-  Enfuite  le  troifieme 
terme  étant  a-\-  id , & l’antépénultieme 
={  — 1 d f il  eft  clair  que  ces  deux  termes 
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ajoutés  enlèmble  font  aufli  a-j-+  On  dé- 
montrera la  même  chofe  de  tous  les  autres. 

4M- 

Pour  parvenir  donc  à déterminer  la 
fomme  de  la  progreflion  propofée  on  écrira 
deflfous , terme  pour  terme , la  même 
progreflion  prife  à rebours  , & on  fera 
l’addition  des  termes  correlpondans , comme 
il  fuit  : 

i +5  +8+  11  + 144-17+10+23+26+29 
19+26+13+10+17  + 14+11+  8+  5+  i 

31+3  1+3 1+3 1+  3 1+31+31+31  + }!+  31 
Cette  fuite  de  termes  égaux  efl:  évidem- 
ment égale  au  double  de  la  fomtne  de  la 
progreflion  propofée  5 or  le  nombre  de 
ces  termes  égaux  eft  10,  comme  dans,  la 
progreflion  , & leur  fomme , par  confé- 
quent , ==10.31  — 310.  Ainfl  ^ puifque 

cette  fomme  efl:  le  double  de  la  fomme  de 

• ) 

la  progreflion  arithmétique  , il  faut  que 
^ cette  fomme  cherchée  foit=i  55. 


i 
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champ  — = 6.13  — 78.  Que  fi  Tort 
vouloit  Tavoir  la  Tomme  de  la  même  pro- 
greffion  continuée  jufqu’à  1000,  on  trou- 
veroit  500500*,  & la  Tomme  de  cette  pro- 
grefiîon , continuée  juTqu'à  10000,  feroit 
3000  5 000. 

419. 

Autre  que/lion.  Quelqu’un  acheté  un 
cheval,  Tous  la  condition  que  pour,  le 
premier  clou  il  payera  5 Tous,  pour  le 
Tecond  8 , pour  le’troifïeme  1 1 , & pareille- 
ment toujours  3 Tous  de  plus  pour  chacundes 
Tuivans  : Je  cheval  a 3 2 clous , on  demande 
combien  il  coûtera  à l’acheteur  ? 

On  voit  qu’il  s’agit  ici  de  trouver  la 

Tomme  d’une  progreflion  arithmétique,  dont 

le  premier  terme  eft  5 , la  différence  = 3 , 

& la  Tomme  des  termes  =?  x 2.  .11  fout 
» * 

donc  commencer  par  déterminer  le  dernier 
terme  \ on  le  trouve  ( par  la  réglé  des 
articles. 40^  ,411)  =3^4-31 . 3=98.  Mairi- 
Jpnant  la  Tomme  cherchée  Te  trouve , Tans 

difficulté , 
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difficulté,  105.16;  d’où  l’on 

conclut  que  le  cheval  coûte  1648  fous, 
ou  8 2 liv.  8 H 

- 420. 

Soit  en  général  le  premier  terme  — a , 
la  différence  — d , & le  nombre  des  termes 
= /z,-&  qu’il  s’agiffe  de  trouver  , par  le 
moyen  de  ces  données , la  fomme  de  toute 
la  progreflion.  Comme  le  dernier  terme 
doit  être=a-j“(/z  — la  fomme  du  pre- 
mier & du  dernier  {èra  = 2a-j-(«  — 1 )d. 
Multipliant  cette  fomme  par  le  nombre  des 
termes  «,ona  ina-\-n(n — 1 )d;  donc  la 

fomme  cherchée  fera  = na 

Cette  formule  appliquée  à l’exemple  pré- 
cédent , où  a=5 , d=  3 , & n=z 3 2 , donne 
5. 32  • ^ 160  -{-1488  = 1648  ; la 

même  fomme  qu’on  avoit  trouvée. 

421. 

S’il  eft  queffion  d’ajouter  enfemble  tous 
les  nombres  naturels  depuis  1 jufqu’àn , on 
Tome  /.  Y 


358  E L ÊM  E N S 

a pour  trouver  cette  fomme  : le  premier 
terme  = 1 , le  dernier  terme  = n , & le 
nombre  des  termes  = n ,*  donc  la  fomme 

1 1 t tin-hn  n!n+ 1) 

cherchée  = — = 

Si  on  fait  72=1766  , la  fomme  de  tous 
les  nombres,  depuis  i jufqua  1766 , fera 
= 883 . 1767  = 1 560161. 

422. 

Soit  propofëe  la  progreffion  des  nombres 
impairs , 1,3,5,  7 » &c*  continuée  jufe 
qu’à  n termes , & qu’on  en  demande  la 
fomme  : 

Le  premier  terme  elt  ici = 1 , la  diffé- 
rence = 2 , le  nombre  des  termes  = n ; • 

le  dernier  terme  fera  donc  =i-J-(/z — 1)2 
= 2 n — 1 , & par  conféquent  la  fomme 
cherchée  =nn. 

Tout  fe  réduit  donc  à multiplier  le  nom- 
bre des  termes  par  lui-même.  Ainfi  quel  que 
foit  le  rîombre  des  termes  de  cette  pro- 
greflion  qu’on  ajoute  enfemble , la  fomme 
fera  toujours  un  quarré , favoir  le  quarré  du 
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nombre  des  termes.  C’eft  ce  que  nous  allons 
mettre  fous  les  yeux  : 

Indic. • 1,2,3>4,  Jj  7j 9»  io,$cc. 
Progref  1, 3,5,7,  9*  * *>*  ),!  5>»7;,  *9 


Somme , 1 ,4,9, 1 6,  z 3,3^,49,64, 81,1 00  &c. 


4^3-  - • r 

• » ^ 

Soit  à préfent  le.  premier  terme  ^=1,  la 
différence  = 3 , & le  nombre  des  termes 
==  n,  on  aura  la  progreflion  1,4,7,10,  &c. 
dont  le  dernier  terme  fera =1  -|-  ( H—  j)  3 
= 3«— ij  donc  la  fomme  du  premier 
& du  dernier  terme  ==3  n — 1 ,<>&  par 
conféquent  la  fomme  de  cette  progreflion 
Si  on  ïuppofe  t la 

fomme  eft=  10.59=590. 

424. 

Soit  encore  le  premier  terme  = 1 , la 
différence  =d,  & le  nombre  des  termes 
= n9  le  dernier  terme  fera  =1 -{-(fl — i)<£ 
Ajoutant  le  premier  on  a — 0 d,  & 

multipliant  par  le  nombre  des  termes  on 

Y z 
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a xn-\-n(n — 1 )</,  d’où  fe  déduit  la  fomme 
de  la  progreffion=n-|-^iH. 

• Joignons  ici  la  petite  table  qui  fuit  : 

Si  d=  i , la  fomme  eft=/z+  ^ 


' d=  1 - 

i=j  - 

:î  (h=4  - 
T </=5  - 

* * » 

v c/=7  - 

</— 8 - 

• J ê V 

So" 

&c. 


- \\  ' 


0_ 

«4 
n4 


/SA 


mn-n 


‘inn—n 


i 

• .1  î. 


n | K"~0  5ng~3» 

» # 4 

I 6»(n-i) 

/Z— J—  — ^ — - = 3«n-an 

Æ | 7«(»-0 7»«-y 

2 2 

S*(n-t) 


/z-J- 

> 9"0»-Q S>”»- 
2 2 

H 


: 4»b-3» 

* .. 

9»(/«-l)  ynn-jn 


lon(u-i ) 


5 ira -4* 


Digitized  by  Google 


Z>  A L G E B R E. 


14' 


CHAPITRE  V. 

Des  Nombres  figurés  ou  polygones. 

- 4M- 

I-/  a fommation  des  progreffions  arithmé- 
tiques qui  commencent  par  i , & dont  la 
différence  eft  i oui  ou  3 , ou  quelqu’autre 
nombre  entier  que  ce  Toit  ; cette  fomma- 
tion , dis -je,  nous  conduit  h la  théorie 
des  nombres  polygones , lefquels  fe  forment 
quand  on  ajoute  enlèmble  quelques  termes 
de  1 une  ou  de  l’autre  de  ces  progreffions. 

426. 

Si  on  ffippofe  la  différence^  1 j puifque 
le  premier  terme  eft  conftamment  si , on 
aura  la  progreffion  arithmétique  ,1,2,3,  * 

4 » 5 , 7^  8 , 9,  10  , 11 , 12 , &c.  Et 

fi  dans  cette  progreffion  on  prend  la  fomme 
de  un  , de  deux  , de  trois  &c.  termes  , on 
verra  fe  former  cette  fuite  de  nombres  : 

Yi 
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3 5^5  i M » ^ > 3^»  45  » 5 5 * &zc» 

cari=i,  1 + 2 = 3, 1+2+3=$,  1+2 
+3+4=10,  &c. 

Ces  nombres  on  les  nomme  triangulaires 
ou  trigonaux  , parce  qu’on  peut  toujours 
ranger  en  triangle  autant  de  points  qu’ils 
contiennent  d’unités , comme  on  va  voir  : 

1,  3,  6,  10,  15, 


21  , 


28, 


. &c. 

427. 

On  voit  dans  tous  ces  triangles  combien 
chaque  côté  contient  de  points.  Dans  le 
premier  triangle  il  n’y  a qu’un  point  j dans 
le  fécond  il  y en  a deux  -,  dans  le  troificme 
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343 


il  y en  a trois  ; dans  le  quatrième  il  y en 
a quatre,  &c„  Ainfi  les  nombres  triangu- 
laires , ou  le  nombre  des  points  ( qu’on 
nomme  Amplement  le  triangle  ) , fe  règlent 
fur  le  nombre  des  points  que  contient  le 
côté  , lequel  nombre  on  nomme  en  un  mot 
le  côté,  C’eft-à-dire  que  le  troifteme  nombre 
triangulaire , par  exemple , ou  le  troiAeme 
triangle , eft  celui  dont  le  côté  a trois  points  ; 
le  quatrième,  celui  dont  le  côté  eft  quatre, 
& ainft  de  Alite  -,  & voici  comment  nous 
repréiènterons  cette  propriété  : 

Côté  , . • 


Triangle 


Côté 

Triangle  , , . . . 
• • • • 

4 • • 


Y 4 


I 
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428. 

• , f , 

Il  fè  préfente  donc  ici  la  quefHon , 
comment , le  côté  étant  donné  , on  doit 
déterminer  le  triangle  ? Et  après  ce  que  nous 
avons  expofé , nous  y fatisferons  facilement. 

Car  foit  le  côté  = n , le  triangle  fera 
i_J_1_l_^_[_4_|_. .. . n.  Or  la  fomme  de 
cette  progreffion  eft  = j par  confé- 
quent  la  valeur  du  triangle  eftî^^  (*). 

Et  fi  /z=i  , le  triangle  eft=i  , 

fi  «=-*,  =3, 

fi  n=}  , =6 , 

fi  /1—4  , =10, 

& ainfi  de  fuite.  Lorfque  n=ioo9  le  trian- 
gle fera  — 5050. 

429* 

On  nomme  cette  formule  ^-11.  la  for- 

a 7 

mule  générale  des  nombres  triangulaires  ; 

(*)  M.  de  Juncourt  a publié  à la  Haye  en  1762  une 
table  des  nombres  trigonaux  , qui  répondent  à tous  les 
nombres  naturels  depuis  1 jufqu’à  20000.  Ces  tables  peu- 
vent être  utiles  pour  faciliter  un  grand  nombre  d'opé- 
rations arithmétiques , comme  l’Auteur  le  fait  voir  dans 
une  Intredudion  fort  étendue. 


1 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B R E,  345  , 

parce  que  par  fon  fecours  on  trouve  le 
nombre  triangulaire , ou  le  triangle  , qui 
répond  à un  côté  quelconque  indiqué  par  n. 

On  peut  transformer  cette  formule  en 
celle-ci , lifll?  • & cela  fert  même  à faci- 
liter le  calcul , parce  que  toujours  un  des 
deux  nombres  n , ou  /z— j— t , eft  un  nombre 
pair , & par  conféquent  divifible  par  2. 

C’eft  ainfî  que  fi  n=  1 1 , le  triangle  eft 
= I-~  =-ô.i  3—78.  Et  que  fi  n=i  5 , le 

triangle  eft  = 1 5.8=120  , &c. 

* * * 

43°. 

Qu’on  fuppofe  à préfent  la  différence 
= z -,  on  aura  la  progreftion  arithmétique 
fuivante  . . . • • 

1>3»5>7>9>11»1î»15  > r7>  *9  > 2I>  &c- 

dont  les  fommes , en  prenant  fucceffive- 

ment  un , deux  , trois , quatre  termes , &c. 
forment  cette  férié  : 

1, 4, 9, ï6, 15, 36, 49, 64, 81, 100  ,iii,&c. 

On  nomme  les  termes  de  cette  fuite , 
les  nombres  quadrangulaires , ou  plutôt 
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quarrés  ; puifqu’en  effet  cette  fuite  repré- 
fente les  quarrés  des  nombres  naturels, 
comme  nous  les  avons  trouvés  plus  haut  j 
& cette  dénomination  leur  convient  d’au- 
tant plus , qu’on  peut  toujours  former  un 
quarré  du  nombre  de  points  qu’indiquent 
ces  termes , ainfi  qu’on  va  le  voir  : 

1 > 4 > 9 > 16,  *y  * 


• • • • • 


49 


• • • • • • • 

441* 

On  voit  ici  que  le  côté  d’un  tel  quarré 
contient  précifément  le  nombre  de  points 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B R E.  $47 

qu’indique  la  racine  quarrée.  Le  côté  du 
quarré  2 5 , par  exemple , eft  de  cinq  pointé  ; 
celui  du  quarré  3 6 eft  de  fix  points  ; & en 
général  donc  , ft  le  côté  eft  n , c’eft-à-dire 
que  le  nombre  des  termes  de  la  progrefi* 
lion , 1 , 3 , 5,7,  &c.  qu’on  aura  pris  t 
foit  indiqué  par  n , on  voit  que  le  quarré  , 
ou  le  nombre  quadrangulaire , fera  égal  à 
la  femme  de  ces  termes,  ou  = nn , ainft 
que  nous  l’avons  trouvée  à l’article  422. 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  à 
ces  nombres  quarrés , en  ayant  traité  au 
long  plus  haut. 

432. 

Faifant  maintenant  la  différence  = 3 , 
& prenant  de  la  même  maniéré  les  femmes , 
on  obtiendra  des  nombres  qu’on  appelle 
pentagones , quoiqu’on  ne  puiffe  plus  fi  bien 
les  repréfenter  par  des  points  ( *).  Ces 
luites  commencent  ainfi  : 

(*)  Ce  n’eft  pas  cependant  qu'on  ne  puiffe  auflâ  repré- 
senter par  des  points  les  polygones  d’un  nombre  quel- 


Digitized  by  Google 


348  E L É M E N s 

' Indices , 1,1,  },4,j,6,7,  8,  9 &c. 

4, 7,10, 13,16, 19,12, 15  &c. 
Pentagone , 1 , 5 , 1 2,2  2,3  5 , 5 1,70, 9 1,117  &C. 
les  indices  indiquant  le  côté  de  chaque  pen- 
tagone. 

433 ■ 

Il  s’enfuit  de  là  que  fi  on  fait  le  côté  ==n , 
le  nombre  pentagone  fera  — =? 

Soit , par  exemple  , n=rj , le  pentagone 
fera  = 70.  Si  on  demande  le  pentagone, 
dont  le  côté  efi:  100  , on  fera  n=ioo , & 
on  aura  14950  pour  le  nombre  cherché. 

conque  de  côtés  ; mais  la  réglé  que  j’ai  remarqué  qu’il  faut 
fuivre  pour  cet  effet , & que  je  vais  indiquer , me  paroh 
avoir  échappé  à tous  les  Algébrifles  que  j’ai  confultés. 

On  commence  par  tracer  un  petit  polygone  régulier 
qui  ait  le  nombre  de  côtés  qu’on  demande  ; ce  nombre 
relie  conftant  pour  une  même  fuite  de  nombres  poly- 
gones , & il  eft  égal  à i plus  la  différence  de  la  pro- 
grelfion  arithmétique  qui  produit  la  fuite  ; on  choifit  en- 
fuite  un  des  angles  de  ce  polygone  pour  tirer  du  point 
de  concours  autant  de  diagonales  indéfinies  qu’il  eft  poffi- 
ble  ; on  prolonge  de  même  indéfiniment  les  deux  côtés 
qui  forment  l’angle  qu’on  a adopté  ; après  cela  on  prend 
ces  deux  côtés  6t  les  diagonales  du  premier  polygone. 


/ 
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Que  fi  Ton  fuppofe  la  différence  = 4 , on 
parvient  aux  nombres  hexagones  , comme 
on  le  voit  dans  les  progreffions  qui  fuivent  : 

refpeâivement  autant  de  fois  qu’on  veut  fur  les  lignes 
indéfinies  ; on  tire  des  points  correfpondans  où  le  compas 
s’eft  arrêté  , des  lignes  parallèles  aux  côtés  du  premier 
polygone  , & on  les  partage  en  autant  de  parties  égales  , 
ou  par  autant  de  points  qu'en  ont  aâuellement  les  dia- 
gonales & les  deux  côtés  prolongés.  Cette  réglé  eft  gé- 
nérale depuis  le  triangle  jufqu’au  polygone  d’un  nombre 
infini  de  côtés.  Les  deux  figures  qui  fuivent  fuffiront  pour 
en  faciliter  l’application. 


La  divifion  de  ces  figures  en  triangles  fournit  encore 
matière  à différentes  confidérations  curieufes  & à des 
transformations  affez  jolies  des  formules  générales,  par 
lefquelles  on  voit  dans  ce  chapitre  comment  s’expriment  les 
nombres  polygones  j mais  je  ne  crois  pas  devoir  m’y 
«téter. 
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Indices  y 1,2,  3,4,  5 , 6,7»  $ , 9 

I»5>9»1 3>l7>  2I>  ^5  » 19»3-3  &c* 

Hexagone , 1,6,1 5 , 2 8, 4 5 ,66,9 1 ,1 20,1 5 3 &c. 

les  indices  montrant  encore  le  côté  de 
chaque  hexagone. 

• 43  V 

, Ainli  quand  le  côté  eft  n , le  nombre 
hexagone efl  — inn  — n = n ( in — i);& 
on  obfervera  au  refte  que  tous  les  nombres 
hexagones  font  aufli  triangulaires , puifque 
en  ne  prenant  de  ces  derniers  que  le  pre- 
mier , le  troifieme  , le  cinquième , &c.  on 
a précifément  la  fuite  des  hexagones. 

■ ■ ; . 436.  ' ' ' ■'  ‘ \ 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  les 
nombres  heptagones  , oéVogones , ennéa- 
gones , &ç.  Nous  nous  contenterons  de 
donner  encore  ici  le  tableau  des  formules 
générales  de  tous  ces  nombres , compris 
fous  le  nom  général  de  nombres  polygones. 

\ En  fuppofant  le  côté  = /z  , on  a 
le  triangle  ssSll=s n-^ , 
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d’ A 
le  quarré  — 
le  v gone  = 
le  vi  gone  = 
le  vu  gone  = 
le  viii  gone  = 
le  ix  gone  = 
le  x gone  = 
le  xi  gone  = 
le  xii  gone  == 
le  xx  gone  = 
le  xxv  gone  = 
le  m gone  = 


L G E B R E. 

m n + cn 

—~=nn, 

jnm-n  11(3/1-1) 

ï a > 

4/10-1* 

l = xnn — n—n{in — i) 

5n" - 3»  "(;n-3) 

a a 9 

6/1/1-411 


3 «n- !/?=«(  3/1-2) 


7""-5«  ” ( 7"  ~ 5 ) 

a .a 

8/j/i  -6n  r . 

“T~"  ==  4*w-3/ï=n  (4/1-3) 

9»» -7*  »(9»-7) 

a,  5 > 

io/m-8/i  « x ■ 

î — ^nn-^n—n  ( 5/2-4) 

i8n*-t6a ' o / o\ 

— - — ■=  9/7  « — 0 n=.n\C)n—<!>  ) 

ajnn-axn  n ( ajn-ai ) 

a “““  a 9 
( m-a  )n/»-(w-4)n  ^ * 
a 


(*>• 


437- 

Àinii  le  côté  étant  n , on  a en  général  le 
nombre  /n  angulaire  = (m^)nn^m~An  j d’où 
l’on  peut  déduire  tous  les  nombres  poly- 

(*)  On  remarquera  fans  peine  que  cette  table  n’eft 
que  celle  de  l’article  4x4  pouflee  plus  loin. 
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gones  pofllbles  dont  le  côté  feroit  n.  Si  on 
cherchoit , par  exemple , les  nombres  bian- 
gulaires  , on  auroit  m = i , & par  confé- 
quent  le  nombre  cherché  = «,-  c’eil-à-dire 
que  les  nombres  biangulaires  font  les  nom- 
bres naturels  1,2,3,  &c. 

Si  on  fait  m = 3 , on  a le  nombre  trian- 
gulaire  = 

Si  on  fait  ms=z  4 , on  a le  nombre  quarré 
= &c. 

. .,43  8;. 

Suppofons , pour  éclaircir  cette  réglé  par 
des  exemples,  qu’on  cherche  le  nombre 
xxv  gone , dont  le  côté  eft  36  j on  cher- 
chera d’abord  dans  notre  table  le  nombre 
xxv  gone  pour  le  côté  n j on  le  trouvera 
__  p^fànt  enfuite  «=36 , -on  trou- 

vera le  nombre  cherché  = 14526. 

439- 

Quejlion . Quelqu’un  a acheté  une  mai- 
fon , & on  lui  demande  combien  il  en  a 
payé  ? 11  répond  que  le  nombre  36jgone 

. de 
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de  1 1 eft  le  nombre  d’écus  qu’il  l’a 
achetée. 

Afin  de  trouver  ce  nombre  , on  fera 
& nr=u  ; & lubftituant  ces 
valeurs  dans  la  formule  générale , -on 
trouvera  pour  le  prix  de  la  maifon  23970 
écus.  (*). 

(*)  Le  chapitre  qu’on  vient  de  lire  , eft  intitulé  des  nom~ 
très  figurés  ou  polygones.  On  peut  avoir  remarqué  que  ce 
n’eft  pas  fans  fondement  que  quelques  Algébriftes  diftin- 
gueiit  entre  nombres  figurés  & nombres  polygones.  Ea 
effet  les  nombres  qu’on  nomme  communément  figurés  , 
dérivent  tous  d’une  feule  progreflion  arithmétique , & 
chaque  fuite  de  ces  nombres  fe  forme  après  ce!»  en  ajou- 
tant enfembie  les  termes  de  la  fuite  précédente.  Chaque  fuite 
des  nombres  polygones  , au  contraire  , provient  d’une 
progreflion  arithmétique  différente  ; cela  fait  qu’on  ne  peut 
dite  à la  rigueur  d’une  feule  fuite  de  nombres  figures , 
qu’elle  eft  en  même  temps, une  fuite  de  nombres  poly- 
gones. Op  s’en  convaincra  mieux  en  jetant  les  yeux  fur 
les  tables  qui  fuivent. 

TABLE  DES  NOMBRES  FIGURÉS. 

Nombres  conftans  i.i.  i.  i.  i.  j.  &c.' 

naturels  1.2.  3.  4.  5.  6.  &c. 

triangulaires  1.3.  6.10.15.  21.  Sec. 

pyramidaux*  1.4. 10  20.35.  56.  Sec. 

trianguli-pyramidaux  1.5.15.35.70.126.  Sic. 

Tome  /.  Z 
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TABLE  DES  NOMBRES  POLYGONES. 


Diff.  de  la  progr. 

Nombres 

1 

triangulaires 1.3.  6.10.15.  &c. 

2 

quarrés 1.4.  9.16.25.  &c. 

3 

pentagones 1.5.12.12.35.  &c. 

4 

hexagones  1.6.15.28.45.  &c. 

Les  puiflances  forment  a ilïï  des  fuites  particulières  de 
nombres.  Les  deux  premières  fe  retrouvent  dans  les  nom- 

bres  figurés , & 

la  troifieme  dans  les  nombres  poly- 

Rones  ; c’eft  ce  qu’on  va  voir  , en  fubftituant  à a fuccelfi- 

yement  les  nombres  1,2,3  &c. 

• TABLE 

DES  PUISSANCES. 

a0 

— I.  1.  I.  I.  1.  &c. 

i.  a.  3.  4.  3.  &c. 

«* 1.  4.  9.  16.  25,  &c. 

<*5 1.  8.27.  64.125.  &c. 

a* 1.16.81.256.615.  &c. 

Les  Algebrirt.es  du  feizieme  & du  dix-feptieme  fiecle 
fe  font  tous  beaucoup  occupés  de  ces  différentes  efpeces 
de  nombres  & de  leurs  rapports  entr’elles  ; ils  y ont 
trouvé  une  variété  fmguliere  de  propriétés  curieufes  ; 
mais  leur  utilité  n’étant  cependant  pas  grande , on  néglige 
aujourd’hui , avec  raifon , d'en  parler  beaucoup  dans  les 
cours  de  Mathématiques. 
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CHAPITRE  VI. 

Du  Rapport  Géométrique . 

440. 

L E rapport  géométrique  entre  deux  nom- 
bres contient  la  réponfe  à la  queftion  , com- 
bien de  fois  l’un  de  ces  nombres  eft  plus 
grand  que  l’autre  ? On  le  trouve  en  divi- 
fant  l’un  par  l’autre  $ le  quotient  indique  la 
raifon  cherchée. 

• 441. 

On  a donc  trois  chofes  à confidérer  ici  ; 
i.°  le  premier  des  deux  nombres  propofés , 
qu’oa  nomme  Y antécédent , i.°  l’autre  nom- 
bre, qu’on  appelle  le  con/équent‘f  3.0'  la 
raifon  des  deux  nombres  , ou  le  quotient 
de  la  divifion  de  l’antécédent  par  le  confé- 
quent.  Par  exemple  , û c’eft  le  rapport 
des  nombres  1 8 & 1 2 qu’il  s’agit  d’indiquer , . 
18  eft  l’antécédent,  11  eftle  conféquent, 

Z x 
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& la  raifon  fera  £ = i ; d’où  l’on  voit 
(fue  l’antécédent  contient  le  conféquent 
une  fois  & demie. 

442* 

On  a coutume  d’indiquer  le  rapport 
géométrique  par  deux  points  , mis  l’un  aa- 
deflfiis  de  l’autre  entre  l’antécédent  & le 
conféquent. 

Ainli  a: b fignifie  le  rapport  géométrique 
de  ces  deux  nombres , ou  la  raifon  de  b à a. 
Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  qu’on 
le  fert  de  ce  ligne  pour  indiquer  la  divilîon , 
& c’eft  aulîi  pourquoi  on  l’emploie  ici  j 
parce  qu’afin  de  connoître  ce  rapport , il 
faut  qu’on  divife  a par  b,  La  raifon , indi- 
quée par  ce  ligne  , fe  prononce  en  difant 
limplement  a elt  à b, 

443* 

On  repréfente  donc  l’expreflion  d’un 
rapport  par  une  fraélion  dont  le  numéra- 
teur elt  l’antécédent , & dont  le  dénomi- 
nateur eft  le  conféquent.  La  clarté  exige 
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qu’on  réduifè  toujours  cette  fra&ion  à lès 
moindres  termes  , ce  qu’on  fait , comme 
nous  l’avons  montré  plus  haut , en  divifant 
le  numérateur  & le  dénominateur  par  leur 
plus  grand  commun  divifeur.  Ainfi  la  frac- 
tion ~ Ce  réduit  à \ , en  divifant  les  deux 
termes  par  6. 


444. 


Les  rapports  ne  different  donc  entr’eux 
qu’en  tant  que  leurs  faifons  font  diffé- 
rentes ; & il  y a autant  dé  différentes 
efpeces  de  rapports  géométriques  qu’on 
peut  imaginer  de  différentes*  faifons. 

La  première  efpece  eft  fans  contredit 
celle  où  la  raifon  devient  l’unité  ; ce  cas 
arrive  quand  les  deux  nombres  font  égaux  , 
comme  dans  5:3;  4 : 4 $ a:  a /la  raifon  eft 
ici  1 , & à caufe  de  cela  on  la  nomme  le 
rapport  de  l’égalité. 

Viennent  enfuite  les  efpeces  où  la  raifon 
eft  un  autre  nombre  entier  j dans  4 : 2 la 
raifon  eft  2 , & on  la  nonimé  raifon  double > 

Z 3 
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dans  11:4  la  raifon  eft  3 , & on  la  nomme 
raifon  triple  ,•  dans  24:6  la  raifon  eft  4 , 
& elle  s’appelle  raifon  quadruple  , &c. 

Après  ces  efpeces-là  viennent  celles  dont 
les  raifons  s’expriment  par  des  fraélions, 
comme  11:9-,  où  la  raifon  eft  j ou  1 j j 
18:27,  où  la  raifon  eft  | , &c.  On  peut 
même  diftinguer  parmi  celles-ci  les  raifons 
où  le  conféquent  contient  exa&ement  deux 
fois,  trois  fois  &c.  l’antécédent  : tels  font 
les  rapports  6: 12 , 5:15  &c.  dont  quel- 
ques-uns nomment  les  raifons,  raifons  Jous- 
doubles  , fous-  triples , & C. 

• Nous  ajouterons  qu’on  nomme  raifon  de 
nombre  à nombre  , celle  dont  le  quotient 
n'eft  pas  un  nombre  inexprimable  , l’anté- 
cédent & le  quotient  étant  des  nombres 
entiers , comme  11:7,  8:15  &c.  & qu’on 
appelle  raifon  irrationnelle  ou  fourde  , celle 
dont  le  quotient  ne  peut  s’exprimer  exac- 
tement ni  par  des  nombres  entiers  , ni  par 
des  fra&ions , comme  \/ 5 à 8 , 4 à \/ 3* 
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Soit  à préfènt  a l’antécédent , b le  consé- 
quent & d la  raifon  nous  favons  déjà  que 

• • > 

a & b étant  donnés  , on  trouve  J— 

Que  fi  le  conféquent  b étoit  donné  avec 
la  raifon,  on  trouveroit  l’antécédent  a=bd , 
parce  que  bd  divifé  par  b fait  d.  Enfin  fi 
l’antécédent  a eft  donné  & la  raifon  d , on 
trouvera  le  conféquent  b= a-  $ car  en  di- 

vifant  l’antécédent  a par  ce  conféquent  J , 

• • • » • “ 

on  trouve  le  quotient  d , c’eft-à-dire  la 
i^iifon. 


Tout  rapport  ai  b refte  confiant,  foit 
qu’on  multiplie  ou  qu’on  divife  l’antécé- 
dent & le  conféquent  par  le  même  nom- 
bre , parce  que  la  raifon  refie  la  même. 
Soit  d la  raifon  de  aib  , on  a or  la 

raifon  du  rapport  na:nb  eft  auflij  = </, 
& celle  du  rapport  J : j eft  pareillement  J 

=<Z  ; 

Z 4 
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Quand  une  raifon  a été  réduite  à fes  moin- 
dres termes , il  eft  facile  d’en  reconnoitre  le 
rapport  & de  l’énoncer.  Par  exempt  quand 
la  raifon  r a été  réduite  à la  fraétion  -,  on 

b i 

dit  a\h-=^p\q , a\b:\p:q , ce  qui  fe  pro- 
nonce , a eft  à b comme  p elt  à q.  Ain/î , 
la  raifon  du  rapport  6 : 3 étant  i ou  2 , on 
dira  6:3  = 211.  On  aura  de  même  18:12 
= 3:2,  & 24:18  = 4:3  , & 30:4 5=2:3 
tkc.  Que  fi  la  raifon  ne  peut  s’abréger , le 
rapport  ne  deviendra  pas  plus  clair  3 on 
11e  fimplifie  pas  eu  difant  9 17=9: 7. 


On  peut , au  contraire , transformer  quel- 
quefois ep:  un  rapport  clair  & limple  celui 
de  deux  très  - grands  nombres  , lavoir , 
lorfqué  la  raifon  fe  réduit  à de  très-petits 
termes.  Par  exemple  , quand  on  peut  dire 
28844: 14422  = 2: 1 , ou  10566:7044— 3 
: 2,  ou  57690:25200=  16:7. 
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• * i * « / * 

, I V ».  * • • * » 

Il  eft  donc  eflentiel , pour  exprimer  un 
rapport  quelconque  de  la  maniéré  la  plus 
claire  qu’il  foit  poffible , de  chefcher  à 
réduire  la  raifon  aux  plus  petits  nombres 
qu’il  fe  puifie.  Cela  fe  fait  facilement , en 
divifant  les  deux  termes  durapport  par  leur 
plus  grand  commun  divifeur.  Par  exemple» 
pour  réduire  le  rapport  57600:2520a  à 
celui-ci , 16:7,  tout  confifle  dans  la  feule 
opération  de  divifer  les  nombres- 576  & 
252  par  36  , qui  e^  leur  plqs  grand  com- 
mun divifeur.  . , ‘ » 


• * » J.  V7  1 

* » 

« v 


v ■'  .^rr 
• > t. . • -450^  :m  i*<up  , t'/jiisil) 

On  voit  donc  auffi  combien  il  impbrtd 
qu’on  fâche  toujours  trouver  le  plus  grand' 
commlTrt'divifeur  de  deux  n'ombres  doiïriès'j' 
mais  c’eft  ce  qui  demande  unb  méthode 
que  nous  détaillerons  dans  le  chapitre 
iurvan^t  "r-'v-  •••  n .’/! 


- « - 


- t 
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CHAPITRE  VIL 

• * ’ • 1 • - 

Du  plus  grand  commun  Divifeur  de  deux 
Nçmbres  donnés . 


I l eft  des  nombres  qui  n’ont  d’autre  com- 
mun divifeur  que  l’unité , & quand  le  nu- 
mérateur & le  dénominateur  d’une  fraétion 
font  de  cette  nature  , il  n’eft  pas  poflible 
de  la  réduire  à une  forme  plus  commode. 

‘ Oh  voit  , par  exemple  , q\ie  les  deux 
nombres  48  & 35  n’ont  pas  de  commun 
divifeur  , quoique-  chacun  ait  fes  divifeurs 
çn  particulier.  Çeft  pourquoi  gn  ne  peut 
exprimer  plus  Gmplement  le  rapport  48:35, 
parce  que  la  divifion  de  deux  nombres  par  1 
ne  les  rend  pas  plus  petits. 


Mais  iorfque  les  deux  nombres  ont  un 
commun  divifeur , on  le  trouve  , & même 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B JH  e. 

fe  plus  grand  qu’ils  aient,  {ter  la  règle 
fuivante  : , . Al 

Il  faut  divifer  fe  plus  grand  des  deux 
nombres  par  le  plus  petit  ; on  divifera 
enfuite  par  le  réfidu  le  divifeur  précédent  ^ 
ce  qui  refte  dans  cette  féconde  divifion , 
fervira  après  cela  de  divifeur  pour  une> 
troifieme  diviiion  , dans  laquelle  le  réfidu 

• 4 « » J . * » * 

ou  le  divifeur  précédent  fera  le  dividendè  , 
& on  continuera  de  la  même  maniéré  iufe 
quà  ce  qu’on  arrive  à une  -divifîon  fans 
refte  ; le  divifeur  de  cette  d}vHiop  , & par 
conféquent  le  dernier  divifeur  r fera  le  plus 
grand  commun  divifeur  desideux  nombres 
donnés.  . • " ' ' 

, i i* 

Voici  cette  opération  pour  les  deux 
nombres  576  & 252: 


2 

504 

71 

252 

3 

w 

2l6 

• * . é* 

36 

72 

. ' * ■ ■* 

* -i 

11 

•O  fi 


mJjK  * 


O.- 


\ O 

« 

» • 

l+A.  1 mm 


. .1 
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Ainfi  le  plus  grand  commun  divifeur  e# 
ici  36. 

7 ! 453- 

fl  •*  « t • 

* Il  fera  bon  d’éclaircir  encore  cette  réglé 
par  quelques  autres  exemples. 

* Supposons  qu’on  cherche  le  plus  grandi 
commun  divifeur  des  nombres  5 04  & 3 12, 
on  aura  : 


312 


504 

312 


192 


312 

192 


1 


; ..120 


192 
1 20 


7* 


y •v:r>  9 A 


120 

7Z 


1 


.. . tj:  . 

. n-rr 

1 


48 


, > \ 14  î 

71\\ 

48 


4°4±l 

kl\'\  O. 


. 1 i 

Ainfi  24  eft  le  plus  grand  commun  divi- 
feur , & par  confèrent  le  rapport  5 04:3 1 2 
fe  réduit  à la  forme  21:13. 
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Soit  donné  le  rapport  62  y : 5 29 , & qu*on 
cherche  le  plus  grand  divifeur  commun 
entre  ces  deux  nombres  ; 


529 


625 

f *9 


96 


5*9 

480 


49 


5 

6 

49 


47 


49 

47 


47 

46 


*3 


o. 


Donc  1 eft  ici  le  plus  grand  commun 
divifeur , & par  conféquent  on  ne  peut 
exprimer  la  raifon  6 25:529  par  des  nom- 
bres plus  petits,  & la  réduire  à de  moindres 
termes.  . . „ ; - 


1 


}66 
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' 455. 

f II  fera  néceflaire  à préfent  de  donner  auffi 
la  déraonftration  de  cette  réglé.  Suppofons 
pour  cela  que  a fait  le  plus  grand  & b le 
plus  petit  des  nombres  donnés , & que  d 
foit  un  de  leurs  communs  divifeurs  , on 
comprendra  d’abord  que  a & b étant  di vi- 
ables par  </,  on  pourra  auffi  divifer  par  d 
les  quantités  a — b,  a — ib  3 a — 3 b9  & en 
général  a — nb. 

456.' 

» 

Le  réciproque  n’eft  pas  moins  vrai  ; c’eft- 
à-dire  que  fi  les  nombres  b & a — nb  font 
divifibles  par  d 3 le  nombre  a fera  auffi 
divifible  par  <4  Car  nb  pouvant  être  divifés 
par  d 9 on  ne  pourroit  divifer  a — nb  par  d , 
fi  a n’étoit  pas  divifible  de  même  par  d. 

'■  ■ ■ 4Î7*  ; ' 

. Nous  remarquerons  de  plus  que  fi  d eft 
le  plus  grand  commun  divifeur  des  deux 
nombres  b & a — nb , il  fera  auffi  le  plus 
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grand  commun  divifeur  des  deux  nombres 
a & b.  Car  fi , pour  ces  nombres  a 8c  b , 
un  divifeur  commun  plus  grand  que  d pou- 
voit  avoir  lieu , ce  nombre  feroit  aufli  un 
divifeur  commun  de  b 8c  a — nb  , & par 
conféquent  d ne  feroit  pas  le  plus  grand 
divifeur  de  ces  deux  nombres.  Or  nous 
venons  de  fuppofer  d le  plus  grand  divifeur 
commun  à b & à a — nb  ; donc  il  faut  que 
d foit  aufli  le  plus  grand  commun  divifeur 
de  a & de  b.  '■ 

• 458. 

Ces  trois  chofes  étant  pofées , divifons , 
fuivant  la  réglé , le  plus  grand  nombre  a par 
le  plus  petit  b ; & fuppofons  le  quotientrsi/z, 
nous  aurons  le  réfidu  h — nb  , qui  ne  peut 
qu’être  plus  petit  que  b.  Or  ce  refie  a — nb 
ayant  le  même  plus  grand  commun  divi- 
feur avec  b que  les  nombres  donnés  a&cb, 
on  na  qu’à  recommencer  la  divifion,  en 
divifant  le  divifeur  précédent  b par  ce 
réfidu  a — nb  ; le  nouveau  réfidu  qu’on 
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obtiendra,,  aura  encore,  avec  le  divifeur 
précédent , le  même  plus  grand  commun 
divifeur , & ainfi  de  fuite. 

459- 

On  continuera  donc  de  la  même  ma- 
niere , jufqu’à  ce  qu’on  parvienne  à une 
divifion  fans  refte  , c’eft  à-dire  où  le  réfidu 
foit  zéro.  Soit  p ce  dernier  divifeur,  contenu 
exactement  un  certain  nombre  de  fois  dans 
fon  dividende  j . ce  dividende  fera  donc 
divifible  par  p , & aura  Informe  mp; 
ainfi  ces  nombres  p & mp  font  tous  les  deux 
divifibles  par  p , & il  eft  sûr  qu’ils  n’ont 
pas  de  plus  grand  commun  divifeur , parce 
qu’aucun  nombre  ne  peut  être  divifé  réelle- 
ment par  un  nombre  plus  grand  que  lui- 
même.  Par  conféque’nt  c’eft  aufli  ce  dern.er 
divifeur  qui  eft  le  plus  grand  commun  divi- 
feur des  nombres  propoiés  a & b , & % oilà 
la  démonftration  de  la  réglé  prefcrite. 

460. 

Mettons  ici  encore  un  exemple  de  la 
même  réglé , en  cherchant  le  plus  grand 

commun 
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Commun  divifeur  des  nombres  1728  & 
2304.  Voici  l’opération  : 


1728 

2304 

I 

1728 

576 

1728 

1728 

o. 


Il  s’enfuit  de  là  que  576  eft  le  plus  grand 
Commun  divifeur  , & que  le  rapport  1728 
Î2304  fe  réduit  à celui-ci,  3:4;  c’eft-à- 
dire  que  1728  eft  à 2304  tout  comme  3 
eft  à 4* 

CHAPITRE  VIII. 

Dûs  Proportions  Géométriques . 

461. 

Deux  rapports  géométriques  font  égaux 
lorfque  leurs  raifons  font  égales.  Cette  éga- 
lité de  deux  rapports  fe  nomme  une  propor* 
tion  géométrique  ,*  & on  écrit , par  exemple , 
a:bz=c:d  ou  a:b;:c:d,  pour  indiquer  que 
Tome  /«  À a 
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le  rapport  a:b  eft  égal  au  rapport  c:d ; mais 
on  exprime  plus  Amplement  la  lignification 
de  cette  formule , en  difant  a eft  à b comme 
c à d.  Une  telle  proportion  eft  celle-ci , 
8:4=12:6  j car  la  raifon  du  rapport  8:4 
eft  \y  & c’eft  aufli  la  raifon  du  rapport 
12:6. 

462. 

Ainfi  a:b  = c:d  étant  une  proportion 
géométrique,  il  faut  qu’une  même  raifon 
ait  lieu  des  deux  côtés  , & que  j==  j j & 
réciproquement  fi  les  fra&ions  J & J font 
égales,  on  a a:b  = c:d. 

463. 

Une  proportion  géométrique  confifte 
donc  en  quatre  termes , tels  que  le  pre- 
mier , divifé  par  le  fécond , donne  le  même 
quotient  que  le  troifieme , divifé  par  le 
quatrième.  On  déduit  de  là  une  propriété 
importante  , commune  à toutes  les  propor- 
tions géométriques , & qui  eft  que  le  produit 
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du  premier  & du  quatrième  terme  eft  tou? 
jours  égal  au  produit  du  fécond  & du  troi- 
fieme  ; ou  plus  Amplement , que  le  produit 
des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens. 

464. 

Prenons,  pour  démontrer  cette  propriété, 
la  proportion  géométrique  a:b  = c:dt  de 
forte  que  \ Si  on  multiplie  l’une  & 
l’autre  de  ees  deux  fractions  par  b,  on 
obtient  a = b-j  , & multipliant  de  plus  par  d 
des  deux  côtés , on  a adz=bc . Or  ad  eft 
le  produit  des  termes  extrêmes , bc  eft  celui 
des  moyens , & ces  deux  produits  fe  trou- 
vent égaux.  . 

465. 

Réciproquement  fi  les  quatre  nombres 
a y b , c , d , font  tels  que  le  produit  des 
* deux  extrêmes  a & d eft  égal  au  produit 
des  deux  moyens  b & c , on  elt  certain  qu’ils 
forment  une  proportion  géométrique.  Car , 
puifque  ad~bc , on  n’a  qu’à  divifer  de  part 

Aa  x » 
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& d’autre  par  bd , on  aura  , ou  ~ 

=^,  & par  conféquent  a:b=zc:d. 

4 66. 

Les  quatre  termes  d’une  proportion  géo- 
métrique, comme  a:b=c:d , peuvent  Te 
tranfpofer  de  différentes  maniérés , (ans  que 
la  proportion  cefle  de  fubfifter.  Car  le  prin- 
cipal étant  toujours  que  le  produit  des 
extrêmes  foit  égal  au  produit  des  moyens , 
ou  ad==bc , on  peut  dire  : î b:a=:d:c ; 
a.°  a:c=zb:df  i.°  d:b=c:a ; 4.0  d:c=.b:a, 

467. 

Outre  ces  quatre  proportions  géomé- 
triques , on  peut  en  déduire  encore  d’autres 
de  la  même  proportion , a: b=c:d.  On  peut 
dire  : a-\-b:a , ou  le  premier  terme  plus 
le  fécond , eft  au  premier , comme  le  troi- 
lîeme  -f-  le  quatrième  eft  au  troifieme , c’eft- 
à-dire , a-\-b:az=zc-\-d:c. 

On  peut  enfuite  dire  : le  premier  — le 
fécond  eft  au  premier  comme  le  troifieme 
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— le  quatrième  eft  au  troifieme  , ou  bien 
a — b:a=c—d:c+ 

Car  fi  l’on  prend  le  produit  des  extrêmes 
& des  moyens,  on  a ac — bc—ac — ad , ce 
qui  revient  évidemment  à l’égalité  ad=bc . 

Enfin  il  eft  facile  aulli  de  démontrer  que 
a-\-b'.b=zc~\-d:d  i & que  a-*-b:b=x: — d:d. 

: 468.  f i 

Toutes  les  proportions  que  nous  avons 
vu  dériver  de  a:b=ic:d , peuvent  fe  repré- 
fenter  de  la  maniéré  générale  qui  fuit  : . 
ma-^-nb  : pa-\-qb=jnc-\~nd  : pc-\~qd 

Car  le  produit  des  termes  extrêmes  eft 
ntpac-^-npbc-\-mqad-^-nqbd  , ou  , puifque 
ad=bc , ce  produit  devient  mpac-\-npbc 
-^-mqbc-\-nqbd.  De  plus  le  produit  des  ter- 
mes moyens  eft  mpac-\~mqbc-\-npad-^-nqbd9 
ou , à caufe  de  ad=bc , il  eft  mpac-\-mqbc 
-\-npbc-\-nqbd , ainfi  ces  deux  produits  font 
égaux. 

4^9>  ' 

Il  eft  donc  clair  qu’une  proportion  géo- 
métrique étant  donnée , par  exemple , 6 : % 

Aa  3 
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= 10:5,  on  peut  en  déduire  une  infinité 
d’autres  de  celle-ci.  Nous  n’en  mettrons  ici 
que  quelques-unes. 

• 3:6=5:10  ; 6:10=3:5  ; 9:6=15:10; 

■ 3:3—5 M i 9:|  5— 3:5  i 9:3— M -5‘ 

. : ; " mt.  f t',  i ./  i " u *:• 

x. _ 47°.  - 


Puifque  dans  toute  proportion  géomé- 
trique le  produit  des  extrêmes  efi  égal  au 
produit  des  moyens , on  pèut , les  trois  pre- 
miers termes  étant  connus , trouver  par  leur 
moyèn  le  quatrième.  Soient  les  trois  pre- 
miers termes  24: 15  =40  à....  comme  le 
produit  des  moyens  efl  ici  600  , il  faut  que 
le  quatrième  terme  multiplié  par  le  premier, 
ceft-à-dice  par  24 , fafie  pareillement  600  $ 
par  conféquent  en  divifant  600  par  24  , le 
quotient  2 y fera  le  quatrième  terme  cher- 
ché; L&.la  proportion  entière  fera  24:15 
= 40:25.  En  général  donc , fi  les  trois  pre- 
miers termes  font  <?.:é=c :.....  on  mettra  d 
pour  la  quatrième  lettre  inconnue  ; & puiP 
qu’il  faut  que  <zi=£c,  on  diviferade  part 


Digitized  by  Google 


D A L G E B R E.  375 

& d’autre  par  a , & on  aura  d=. y.  Ainfi 
le  quatrième  terme  eft  = ^ , & on  le 
trouve  en  multipliant  le  fécond  terme  par 
le  troifieme  , & en  divifant  ce  produit  par 
le  premier  terme. 

471. 

Voilà  le  fondement  de  cette  réglé  de  trois 
fî  célébré  dans  l’arithmétique  ; car  que 
cherche- 1- on  dans  cette  réglé  ? On  fuppofe 
trois  nombres  donnés  , & on  en  cherche 
un  quatrième  qui  foit  avec  ceux  - là  en 
proportion  géométrique  \ de  façon  que  le 
premier  foit  au  fécond  comme  le  troifieme 
eft  au  quatrième. 

4?*. 

Quelques  circonftances  particulières  fè 
préfente nt  à remarquer  ici. 

D’abord , fi  dans  deux  proportions  les 
premiers  & les  troifiemes  termes  font  les 
mêmes , comme  dans  a:b—c:d  Ht  a:f=c:g, 
je  dis  que  les  deux  féconds  & les  deux  qua- 
trièmes termes  feront  aufli  en  proportion 

Aa  4 

I 
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géométrique  , & que  b:<k=f:g . Car  la  pre- 
mière proportion  fe  transformant  en  celle- 
ci  , a:c=J>:d,  & la  fécondé  en  celle-ci , a:c 
==f:g>  iJ  s’enfuit  que  les  raifons£:</  &/:£ 
font  égales , puifque  chacune  d’elles  ell 
égale  à la  raifon  a:c.  Par  exemple , fi  5 : 100 
5=1:40,  & 5;i  j=*:6 , il  faut  que  100:40 
5=15:6, 


473; 

Mais  fi  deux  proportions  font  telles  que 
les  termes  moyens  font  les  mêmes  dans  Tune 
& dans  l’autre , je  dis  que  les  premiers 
termes  feront  en  raifon  inverfe  avec  les 
quatrièmes. C’eft-à-dire,  fia:é=c:</,& f:b 
= =-c:g9  il  s’enfuit  que  a: f~g:d.  Soient , par 
exemple  , les  proportions  24:8=9:3  , & 
6:8=911  2 ,onaurai4'.6=i2:3,  La  raifon 
en  efl:  évidente  : la  première  proportion 
donne  ad=bc  ; la  fécondé  donne  fg=bc  ,* 
donc  ad—fg  & a:f=g:d,  ou  a:g==f;d \ 

Al  A9 

Deux  proportions  étant  données , on  peut 
toujours  en  faire  une  nouvelle  , en  mulù- 


Digitized  by  Googli 


Z>'  A L G E B R E'  377 

pliant  féparément  le  premier  terme  de  l’une 
par  le  premier  terme  de  l’autre  , le  fécond 
par  le  fécond , & ainfi  des  autres  termes. 
Ceft  ainfi  que  les  proportions  a:b=c:d  & 
e:f=g:k  fourniront  celle-ci , ae:bf=cg:dh . 
Car  la  première  donnant  ad=zbc  , & la  fe- 
conde  donnant  eh=fg , on  aura  aufli  adch 
=bcfg.  Or  adeh  eft  le  produit  des  ex- 
trêmes , & b cf g eft  h produit  des  moyens 
dans  la  nouvelle  proportion } ainfi  ces  deux 
produits  étant  égaux  , la  proportion  eft 
vraie. 

475* 

Soient , par  exemple  , les  deux  propor- 
tions, 6:4=15:10  & 9:12=15:10,  leur 
combinaifon  donnera  la  proportion , 6.9:4 
.12  = 1 5 .1 5 :io.  20 , 

ou  54:48  = 225:200 , 
ou  9:8=  9:8. 

476. 

Nous  oblerverons  enfin  que  fi  deux  pro- 
duits font  égaux , comme  ad=bc , on  peut 
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réciproquement  convertir  cette  égalité  en 
une  proportion  géométrique. 

. Qn  a toujours  l’un  des  faéleurs  du  pre- 
mier; produit  à un  des  fa&eurs  du  fécond 
produit,  comme  l’autre  fafteur  du  fécond 
produit  à l’autre  fa&eur  du  premier  produit; 
c’eft-à-dire* *,  dans  notre  cas  a:c=b:d , ou 
a:b=.cuL  Soit  3. 8 = 4. 6,  on  en  formera 
cette  proportion,  814=6:3  , ou  celle-ci , 
3:4=16:8.  De  même  fi  3.51=1.1  5 , on  aura 
3 :i  5=1:5 , ou  5 : 1 = 1 5 : 3, ou 3:1=1 5:5. 


chapitre  IX. 

1 • 

* * 9 

Remarques  fur  les  . Proportions  & fur  leur 

. . , ufage* 


CIette  théorie  eft  tellement  néceffaire 
dans  la  vie  commune  , * que  perfonne  prefi 
que  ne  peut  s’en  palier.  II  y a toujours  pro- 
portion entre  les  prix  & les  marchandées  ; 
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& quand  il  eft  quèftion  de  différentes  es- 
pèces de  monnoie  , tout  fe  réduit  k,  déter- 
miner les  rapports  qui  font  entr’elles.  Les 
exemples  que  ces  réflexions  nous  four- 
niflênt,  feront  très-propres  à éclaircir  les 
principes'  des  proportions  , & en  faire  voir 
futilité  dans  l'applicationi 


On  voudroit  favoir , par  exemple , le 
rapport  entre  deux  efpeces  de  monnoie: 
fuppofons  un  louis  d’or  vieux  &:  un  ducat  ^ 
il  faudra  voir  d’abord  combien  ces  efpeces 
valent , étant  comparées  à une  même  ef- 
pece.  Ainfi  un  louis  yieux  valant  à Berlin 
$ rixdales  & 8 gros , & un  ducat  valant 
3 rixdales  , fi  on  réduit  ces  deux  valeurs  à 
une  même  efpece  3 foit  à des  rixdales , ce 
qui  donne  la  proportiôn  1 L.:iD.:=$  ^R. 

: j R.  ou  = 16 : 9 ; foit  à des  gros  ,/  dans 
lequel  cas  on  auroit  1 L.  : 1 D.  = 1 18  : 72 
= 16:9.  On  voit  que  ces  proportions  don- 
nent le  rapport  j ufle  du  louis  vieux  au  ducat  -9 
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car  l’égalité  des  produits  des  extrêmes  & 
des  moyens  donne  dans  l’une  & dans  l’autre 
' 9 louis  = 16  ducats  ; & au  moyen  de  cette 
comparaifon  on  pourra  changer  en  ducats 
une  fomme  quelconque  de  louis  d’or  vieux , 
& réciproquement.  Suppofez  qu’on  de- 
mande combien  iooo  louis  vieux  font  en 
ducats,  vous  ferez  cette  réglé  de  trois: 
9 louis  font  1 6 ducats  ; que  font  î ooo louis? 
& vous  répondrez , 1777  ducats. 

Que  fi  l’on  deihandoit,  au  contraire, 
Combien  1000  ducats  font  de  louis  d’or 
vieux , il  faudroit  faire  cette  réglé  de  trois  : 
16  ducats  font  9 louis;  que  font  1000  du- 
cats ? réponfe , louis  d’or  vieux. 

- 479- 

Ici  ( à Saint-Pétersbourg  ) la  valeur  du 
ducat  varie  & dépend  du  cours  du  change. 
Ceft  ce  cours  qui  détermine  la  valeur  du 
rouble  en  ftuvers  ou  fous  de  Hollande , 
defquels  105  font  un  ducat. 

Ainfi  quand  le  change  eft  à 45  ftuvers, 
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on  a cette  proportion , i rouble  :>i  ducat 
=45 : 1 05  = 3 : 7 ; & de  là  légalité  : 7 rou- 
bles = 3 ducats. 

On  trouvera  par-là  combien  un  ducat 
fait  en  roubles  ; car  3 ducats  : 7 roubles 
= 1 ducat  . réponfe  , 2 j roubles. 

Si  le  change  étoit  à 5 o ftuvers , on  auroit 
cette  proportion,  1 rouble  : 1 ducat  = 50 
: 105  =10: 21,  ce  qui  donneroit  21  rou- 
bles=i  o ducats  ; & on  auroit  1 ducat =2  ^ 
roubles.  Enfin , quand  le  change  eft  à 44 
ftuvers,  on  ai  rouble:  1 ducat  : = 44 : 105, 

& par  conféquent  1 ducat  = 2 ^ roubles 
= 2 roubles  38  — copeckes. 

480. 

Il  s’enfuit  de  là  qu’on  peut  aufli  comparer 
enfemble  plus  de  deux  efpeces  de  monnoie , 
ce  qu’on  a très-fréquemment  occafion  de 
foire  dans  les  lettres  de  change.  Suppofons , 
pour  en  donner  un  exemple , que  quelqu’un 
d’ici  ait  1000  roubles  à foire  payer  à Berlin  , 


3 8l  . E L É M £ N s- 

& qu’il  veuille  favoir  combien  cette  Tomme 
fait  en  ducats  à Berlin. 

Le  change  eft  ici  à 47  J , c*eft-à-dire 

qu’un  rouble  fait  47  ftuvers.  En  Hollande , 
20  ftuvers  font  un  florin  ; 2 ~ florins  de 
Hollande  font  une  rixdale  de  Hollande. 
De  plus  le  change  de  la  Hollande  avec  Berlin 
eft  à 142,  c’eft-à-dire  que  pour  ioo‘ rix- 
dales  hollandoifes  on  paye  à Berlin  142 
rixdales.  Enfin  le  ducat  vaut  à Berlin  3 - 
rixdales.  • 

481. 

' Pour  réfoudre  maintenant  la  queftion 
propofée , allons  pas  à pas.  En  commençant 
donc  par  les  ftuvers  , puifque  1 rouble 
= 47  j ftuvers , ou  2 roubles  = 95  ftuvers 
nous  ferons  2 roubles  : 9 5 ftuvers  = 1 000... 
réponfe , 47500  ftuvers  j & fi  nous  allons 
plus  loin  & que  nous  difions  , 20  ftuvers 
; 1 florin  = 47500  ftuvers  : ....  nous  aurons 
2375  florins. 

De  plus , 2 florins  = 1 rixdale  hoUan- 
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doife  , ou  5 florins  = 1 rixdales  hollan- 
doiiès , on  fera  donc  5 florins  : 1 rixdales 
hollandoifes  =1375  florins  : . . . . réponje  , 
950  rixdales  hollandoifes. 

Prenant  enfuite  les  écus  de  Berlin  fuivant 
le  change  à 1 42  , nous  aurons  100  rixdales 
hollandoifes  : 1 41  rixdales  = 9 50  : au  qua- 
trième terme  , 1349  rixdales  de  Berlin. 
Paflfons  enfin  aux  ducats , & difons  3 rixdales 
: 1 ducat=i  349  rixdales  à.¥...  rép.  449  | 
ducats. 

482. 

Suppofons , pour  rendre  ces  calculs  en- 
core plus  complets , que  le  Banquier  de 
Berlin  fafle  difficulté , fous  quelque  pré- 
texte que  ce  foit , de  payer  cette  fomme , 
& qu’il  ne  veuille  acquitter  la  lettre.de 
change  qu’à  raifon  de  cinq  pour  cent  de 
rabais , ceft-à-dire  en  ne  payant  que  1 00 
au  lieu  de  105 , il  faudra  encore  faire  cette 

réglé  de  trois:  105 : 100= 449  \ à un  qua- 
trième terme , qui  eft  428  ^ ducats. 
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483. 

Nous  venons  de  voir  qu’on  avoit  befoir» 
de  fîx  opérations  en  Te  fervant  de  la  réglé 
de  trois  ; or  on  a trouvé  moyen  d’abréger 
extrêmement  ces  calculs  par  la  réglé  qu’on 
nomme  réglé  de  réduction.  Pour  expliquer 
cette  réglé , nous  confidérerons  d’abord  les 
deux  antécédens  de  chacune  des  lîx  opé- 
rations précédentes  : 

I.)  2 roubles  : 91  fluvers. 

II.)  20  ftuvers  : 1 flor.  holl. 

III. )  $ flor.  holl.  : 2 rixd.  holl. 

IV. )  100  rixd.  hol.  : 142  rixd. 

V. )  3 rixdales  : 1 ducat. 

VI. )  105  ducats  : ioo  ducats. 

Si  nous  repaffons  à préfent  fur  les  calculs 
ci-deffus,  nous  remarquerons,  que  nous 
avons  toujpurs  multiplié  la  Tomme  propo- 
Tée  par  les  féconds  termes , & que  nous 
avons  divifé  les  produits  par  les  premiers 
termes  j il  eft  donc  clair  qu’on  parviendra 
au  même  réfultat , en  multipliant  la  Tomme 

propofée 
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propofée  toute  d’une  fois , par  le  produit 
de  tous  les  féconds  termes , & en  divifant 
par  le  produit  de  tous  les  premiers  termes. 
Ou  , ce  qui  revient  au  même  , qu’on 
n’aura  qu’à  faire  là  réglé  de  trois  fuivante  : 
Comme  le  proddt  de  tous  les  premiers 
termes  eft  au  produit  de  tous  les  féconds 
termes,  âinfi  lé  nombre  de  roubles  donné 
eft  au  nombre  de  ducats  payables  à Berlin. 


Ce  calcul  s abrégé  encore  davantage, 
quand  parmi  les  -jîrérniers  termes  il  s’en 
trouve  q^i  opt  des  divifetfrs  commüns  à[vec 
quelques-uns,  des  féconds  termes , car  dans 


ce  cas  on  efface  ces  termes  */ & on  met  à 
Ja  place  les  quotiens,  provenus  de  la  divifion 
par  ce  divifeur  commun.  L’exemple  précé- 
dent prendra  de  cette  manière; la  forme 
-qu’on  va  voir:,  ^7,; 


Tome  I.  B b 
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Roubles  ar.  '•  J9#jf  ftuv. , 1000  r"*1* 

ar0.  i-  flor.  holland. 

$•.  2 rixd.  holland. 

ioo.  141  rixd. 

j.  . ...  1 duc. 

Kfif.ii.  duc.  t 

63  <t><t>  : 2698  = 1000  à.... 

7)26980. 

9)38hC»« 

428(2.^^.428^  ducats. 

L’ordre  qu’il  faut  fuivre  en  fe  fervanr  de 
la  réglé  de  rédu&ion  eft  celui-ci  : on  com- 
mence par  l’efpece  de  monnoie  dont  il  eft 
queftion , & on  la  compare  avec  une  autre 
qui  doit  commencer  le  rapport  fuivant , dans 
lequel  on  compare  cette  fécondé  efpece 
avec  une  troifieme , 6c  ainfï  de  fuite  $ de 
façon  que  chaque  rapport  commence  par 
l’elpece  par  laquelle  le  rapport  précédent 
finiffoit  j on  continue  de  même  jufqu’à  ce 
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qu’on  arrive  à l’efpece  fur  laquelle  on 
répon/è , & à la  fin  on  qyent 
compte  encore  des  feux  frais.  1 


486,.;.,. 

Donnons  encore  d’aurres  exemples  -,  ^ 
de  faciliter  la  pratique  de  ces  opérations. 

Si  les  ducats  gagnent  à Hambourg  i ' pour- 
cent fur  deux  rixdales  de  banque  ,,  c’eft-à- 
dire  que  50  ducats  valent , non  pas  ioq, 
mais  loi  rixdales  de  franque  , & que  je 
change  entre  Hambourg  & Konigsberg 
foit  1 1 9 gros  de  Pologne  , c’eft- à-dire  que 
1 rixdale  baaco  faite  ii£  gros  polonpîs ^ 
combien  feront  1000  ducats  en  florins  polo- 
noisr  30  gros  polonois  font  1 florin  polon. 

Ducat  , 1 . 2 . z nxd,  B,°  1000 .duc, 

/;j  r m'ixpi)  .1  * t r j,  .!  , • ub  JT 

50  : loi  rixd.  B.  ü 

',ITO  i^:fU,^êr6sipf  'O  i:«-yTC 

!.  ‘J- f ‘•'-’HKtf? pol.  •■'l’-H' •»*» 

i\$<t>  : 11019  = 100$  duc.  é 

- - ■*  A 


i V . 3)  no  > go.  , ? r Vf  ybVloH 

t À.5)4QOfr|(b  *.,j  « 1» « 1 • oVr'-.-db 

viv q > f;fl*  P- Ir 

B b.:,*b  COQl 
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i.o  ciievp&I  rji  ..  v/ins  jKi*'7nT 

3naikco  nü  il  a*  :p  - *tr.  *..»  I 

t)n  peut  aufîi  abréger,  encore  un  peu  da- 

vantage , en  écrivant  .le  nonibré  qui  fait 'le 
troifieme  terme  atf-dèffhs  du  fécond  rang  ; 

car  dlors  le  produit  du  fécond  rang  , divile 

!■.  W-'  1 •’  , 

fr  le  produit  pu  premier  rang  , donnera 

- 1 - - »Ii  1 ClLÜ  Oi  î ' : > :ij  :i31» 

Oueflion.  On  tait  venir  a Leiptig  des 
.pca  zsa.rtoft  t inausv:  mbdi/d  o?  in. 
ducats  d Amlterdam , ayant  cours  dans  cette 

•J  ‘J'iD  SJ  ■.  •/.Jid.OiTj ...  - n--  - 

dermere  ville  a railon  de.  5 flor.  4 ltuvers 

•SweteSinc.,,  n ■ .ji.'cdmcrr 

courans , c elt-à-dire  que  1 ducat  vaut  104 

ftuvers  , & que  ^ducats  valent  26  florins 

lio&aindo^^i  âonc  Y agio  di  B.°  eftàAmf- 
•oiàin  ünnpn  ns  v?,-.on.r> £0.'  n\  ..  toü 
terdam  de  s pour  cent , c eft-à-dire  que 
.nclc;  ! i yU‘L.3noi  a*. . b] 4.  - . v. . , : * . 

1 os  couranç  ralient  100  de  banque,  & que 
. . v : , 1 T L a u-..  a».  îf:D0U 

le  change  pe,  L,eipùg  a Amlterdam  , en 

argent  de  banque^  ioit  1 3 3 l-  pour  cent, 

c’eft-à-dire  qiue  pow  100  tixdale$,on  paye 

à Leipûg  i p3  “ rixdal^s  ^enfin  x rixdales  de 

Hollande  fâifant  5 florins  de  Hollande  , on 

demande  combien >1 jfiafràiît  ces  changes, 

il  teudrâ  ^feÿèr  tfe  rfedaltef- à Leipflg  pour 

1000  dacatsi 


z>*  A\l  <?  \e  s r e.  3-8^* 

v.  ■•rr~  •:  •",*  - »*i; dpeaf&y,\'|.vv* 

Ducats  -T>  fl.  h dlKcdùtf 

*0,f.2i  : 4 flor.  ht>ÏÏ.  B.® 
jf  :'  :i  nxd.  B>‘-' 

• 400  Vr  ‘î  r‘r  j JJ  rixd.  à Leipf.  ' 


\. . 


•V  ••  « . i‘ 

- / ■ - 1 a 


11  : 3)Vî*3*('- 

n-->-ÿ)«4{»X4r-'>«  -■  J 


*“‘r.îi  'y-  9ti7i;>  i .'H  , ■jo’p;'1’  'j  •: • , i 

2639. 

-.•Î  :>  Ur-.r  rr  > 'V  .•  • , ■;  ■»;/» 

' nnwRéP\  2^39  « rixdales,,  ou 

• f - :..ov  Vl^39-dxdales^.|f(. 

1 .*** ■*!?**■ .. 11  l*f  r.— «rr "TC.  [ '""■  '■■jy* 
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CHAPITRE  x.  .. 

V!  V'"-mfïrV.  t 'Vctir'.i  r ■ { , '.-r  f 

’ Des  ‘^apports  compofés,: ■■  > r a *x 

488. 

>-*•  -n<‘  tru ■;.•••  »<•'"  *v 


■’fp'j  ■' 


O N obtient  des  rapports  compofés  > en 
multipliant  par  ordre  les  termes  de  deux 
ou  de  plufieurs  raifons  , les  antécédens  par 
les  antécédens , & les  conféquens  par  les  , 

Bb  3 
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conféquens  * & on  dit  alors  que  le  rapport 
entre  ces  deux  produits  eft  compofé  des 
rapports  donnés. 

C’eft  ainfî  que  les  rapports  a:b,c:d9e:f 
donnent  le  rapport  compofé  ace  : bdf  (*). 

489, 

Une  raifon  reliant  toujours  la  même , 
quand  , pour  l’abréger , on  divife  fes  deux 
termes  par  un  même  nombre , on  peut  faci- 
liter beaucoup  la  compofition  ci-deffus 
en  comparant  les  antécédens  & les  confé- 
quens  dans  le  deflein  de  faire  de  telles 
réduélions , ainfi  que  nous  l’avons  fait  dans 
le  chapitre  précédent. 

V oici , par  exemple , comment  on  trouve 
le  rapport  compofé  des  rapports  donnés 
qui  fuivent. 

O Chacune  de  ces  trois  raifons  eft  dite  être  une  des 
racines  de  la  raifon  compofée. 
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Rapports  donnés, 

12:25,  28:33,  & 55:56. 

■a#  : 22 

n y • * ?$• 

1 : .5- 

Donc  2:5  eft  la  raifon  compofée  qu’on 
cherchoit. 

49°- 

Le  même  procédé  a lieu , quand  il  s’agit 
d’opérer  en  général  fur  des  lettres  ; & le 
cas  le  plus  remarquable  eft  celui  où  chaque 
antécédent  eft  égal  au  conféquent  de  la 
raifon  précédente.  Si  les  raifons  données 
font 

a : b 
b : c ' 
c : d 
d\  c 
t : a; 

la  raifon  compofée  eft  1 : 1. 

Bb  4 
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On  verra  Futilité  de  ces  principes , en 
remarquant  que  deux  champs.  quarrés  ont 
entr’eux  un  tel  rapport , compofé  des  rap- 
ports des  longueurs  & des  largeurs. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  champs 
A & B ; que  A ait  500  pieds  de  longueur 
fur  60  pieds  de  largeur , & que  la  longueur 
de  B foit  de  360  pieds  , & fa  largeur  de 
roo  pieds  3 le  rapport  des  longueurs  fera 
jootqéo  , celui  des  largeurs  60: 100. 
Ainii  l’on  a > .*  h;  0.  '•  •/.;  . . ' 


•.) 


î*  •*  *$<}>;■ 


!..  r - 


5 : 6. 

Donc  le  champ  A eft  au  champ  B comme 
5 à 6.  , 


49? 


> 


Autre  exemple . Soit  le  champ  A long 
de  710  pieds , large  de  88 -pieds  ? le:  champ 
B long  de  660  pieds , & large  de  90  pieds, 
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on  tdmpoïerâ  les'  rapports  de  la  maniéré 

qui  ' 'A  iidjud’»  id  ,*i»  » xmico 

Rapport  des  long.  ^#0t8  : if,#0,^0. 

Rapport  des  iarg.  SX#  i : 00. 

v ’ ' r '.'T-  p ••>>•!■■-»■  '-1  f *iî i j ‘V * I . 

Rap.des  champs  ÀfrJ})  id.  : . , . ul  fl 

• V ’ 

c , ’ .:i 

: ; - ■ ,.\>  • j V 'ifu  ;■  « jÎbSj 

s.  De  rfus,  s’U  s’agit  s)?  com^^x 
chambres  , relativement  à Tefpaçe  ou  au 

«*  î • • r . ,*  jO  * y w y W^3  IM*  yyi  . V 

« y*  il 


des  longueurs,  de, celui  des  largeurs  de^ 
celui.  dest  hauteurs.  Soit , paidç£e;ipp.lg  > }*, 
chambre  A , dont  là  longueur  s 36  pieds  ,t 
'? large»*;  ==  ■«  pieds , Wéijt  ==  1.4, 
pieds  j & la  chambre  i? , dont  la  longueur 
— 42  pieds , la  larg^ur^=  24  pieds , & la 
hauteur  = 10  pieds  ;v  on  aura  ces  trois 
rapports^:  • -*  b* 

pour  la  longueur  ^:'ï  4-ï  ‘ 3 

pour  la  largeur  ‘ ’ 

pour  -la  hauteur  1 : J*0^f. 

— ,rj  H j.’:1;.  - .j  t4U - . 

4 : 5- 
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. Ainfi:le  contenu  de  la  chambre  A eft  au 
contenu  de  la  chambre  B comme  4 à 5. 


1-  Lorfque  les  raifons  qu’on  compote  de 
cette  maniéré  font  égales  , il  en  réfulte  des 
raifons  multiples,  bavoir  , deux  raifons 
égales  donnent  une  raifon  doublée  ou  quar- 
rée  > trois  raifons  égales  produitent  la  raifort 
triplée  ou  cubique  , & ainfi  de  fuite.  Par 
exemple , les  raifons  a: b & a: b donnent  la 
raifon  côftipofée  aa  : bb  ; c’eft  pourquoi  l’on 
dit  que  les  quarrés  font  en  raifoft  doublée 
de  leurs  racines.  Et  le  rapport  a : b ^multiplié 
trois  fois , donnant  le  rapport  a 1 : b 1 , on  dit 
que  les  cubes  font  en  raifon  triplée  de  leurs 
racines. 

495- 

...  ^ v.  « I . 

On  enfeigne  dans  la  Géométrie  que  deux 
efpaces  circulaires  font  en  raifon  doublée 
de  leurs  diamètres  j cela  lignifie  qu’ils  font 
l’un  à l’autre  dans  le  rapport  des  quarrés  de 
leurs  diamètres. 
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Soit  A un  tel  efpaee  dont  le  diamètre 
= 45  pieds,  & B un  autre  efpaee  circu- 
laire dont  le  diamètre  =30  pieds  ; le  pre- 
mier efpaee  fera  au  fécond  comme  45.45 
à 30.30 , Ou , en  compofant  ces  deux  rai- 
fons  égales , 

: *M,2- 
9 : 4* 

Donc  ces  deux  aires  font  entr’elles  comme 

9 à 4‘  • . : 

496. 

On  démontre  aufli  que  les  folidités  des 
fpheres  font  en  raifon  cubique  des  dia- 
mètres de  ces  globes.  Ainfi  le  diamètre  d’un 
globe  A étant  1 pied , & le  diamètre  d’un 
globe  B étant  2 pieds , la  folidité  de  A fera 
à celle  de  B comme  ou  comme 

1 à 8.  . ‘ - 

Si  donc  ces  fpheres  font  d’une  même 
matière  , la  fphere  B pefera  8 fois  autant 
que  la  fphere  A» 
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- ‘ e • '*  1; 

497*  . , 

«*'  w » • .*  • » • * r •'  * + •.»*  - - 

. ..  v 4 t.  -L  . 

, On  voit  qu’on  peut  trouver,  par-là  le 

— * «.  4 ^ t M*  ■ . y « . • «11# . * {•  1 

poids  des  boulets  de  canon  , leurs  diamètres 

*/  ...  ■ V - 'jT?  : . I"  / . ■■  ; 

& le  poids  d’uqfpul  étant  donnés.  Soit,  par 
exemple , le  boulet  A dont  le  diamètre  ==  z 
pouces , & le  poids  = 5 livres , &:  qu’on 
demande  le  poids  d’un  autre  boulet  dont 
le  diamètre -ferek-  de-8-pouces  , on  aura 
cette  proportion  * * 1 5 : B 3 = 5 j au  qua- 
trierùeferme  j'jlo'liv.  qui  indique  le  poids 
du  boulet  B.  On  auroit  pour  un  autre  boulet 
C,  dont  le  diamètre  feroit  = 1 5 pouces, 

z>b  ï a1;  1)  V==  5.^.;;,4  Rép . Z109  | liv. 

; ' .498;"  "*• 

f Quand  on  cherçhe  le  rappprt.de  deux 

* * * * * - . * ...»  — * ’>»*  § * « • K-  I t‘k  » « 

ûaâipns:,  comme  rj  : J^on  peut  toujours 
l’exprimer  en  nombres-entiers^  car  on  n’a 
qu’à  multiplier  les  deux  fraéHons  par  bd % 
on  obtiendra  le  rapport  ad  : ^~quieft  égal 
à l’autre  , &:  d’où  refaire  la  proportion  j 
z=zad\bc.  Si  donc  ai  & bc  dut  des  divifeurs 


r. 
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comte’tfris , le  rapport*  pourra  fe  réduire  à 
de  itfomdnes  termes.  C eft  ainfî  que  “H  :'*£ 

• * h •,  « ••  # • h #»  24  3^ 

= i f'.  $6 Y 14 . i j ==  9 : i o. 

* * A»  J m ' *V  V t 


r.i.t  nuoij:  \ 


iOil/Ufti 


• q.t:  il  .ut 

^ Gh'votftîrbit  favôir  encore  quel  eft  lë 
rapport  des  ftàftions  i & J ; il  eft  clair  qu’on 

i . i -.>l\  t‘Jb  yyr.-yl- 

auraJ-ï  — b}a  i ce  quon  exprune  eu 
■woj  vf  . wtimob  ; ô X ou 

chiant,  que  deux  fractions  qui  ont  l’unité 
: /Kimc:  iu<*g  .orç^iw  S luet  . 

pour,  numérateur  , lont  en  raifon  réciproque 

I ii.7J  ;p:  : Mi;  : ’ - . , 'il  J 

ou  inverffde  leurs  dénominateurs.  On  dit  la 
meme  cholq.de  deux  friions  qui  ont  un 

• &ra  J.,T  v,4i  JlT  “> 

■>  -«.-f.îi 

= â:a.  Mais  fi  deux  frayions  ont  leurs  déi- 
nominateurs  égaux  * comme  - : - , elles  font 

en  raifon  dire 3e  des  numérateurs,  fayoir, 

.*  . , rthmrl;*  vu  tpidiPOD  Jifir  ■ r-o  rw  9 

j ■ :-îrq  tni/cq  ÔS<;'rtf7ïïu5, 1*  0 l*rrb 

^ 7?rT75=^^*l‘5  ♦ • J»  - : ' -loi  f.  > 

• .iC  *>hn<  ' ' l rT<J  31  • î':-iV-' 

• >*>  i , ^nr.î  vr-  "•vuujd  ,1  -ur  * < j .v 

0ni'Àre9ffi:flu.î  èré  b Çhw:  lire  des 
corps , qu^iq  corp^  |qmbe  jde  1 5 pipds  dans 
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une  fécondé  , que  dans  deux  fécondés  de 
temps  il  tombe  de  la  hauteur  de  60  pieds , 
5c  que  dans  trois  fécondés  il  tombe  de  » 35 
pieds  ; on  en  a conclu  que  les  hauteurs  font 
ent relies  comme  les  quarrés  des  temps , 
& que  réciproquement  les  temps  font  en 

raifon  fous-doubiée  des  hauteurs  . ou  comme 

■ - 


les  racines  quarrées  des  hauteurs. 

, Si  donc  on  demande  combien  de  temps 
il  faut  à une  pierre  pour  tomber  de  la  hau- 

j * . . jl  ,n'  ✓ 

teur  de  2160  pieds  ; ©n  aura  15:11 60=  1 
au  quatre  du  temps  cherché.  Ainfî  le  quarré 

' * - 1 Vfl  Qf)  ■ * < 

du  temps  cherché  eît  144 , & par  conie- 
quent  le  temps  " qu*on  demande  efl  1 1 
fécondés. 


501, 


; ‘On  demande  combien  de  chemin,  ou 

■Mk.  . , ^ ^ I • | ( , | | \ 

quelle  hauteur,  une  pierrè  pourra  parcourir 
en  tombant  pendant  une  heure  de  temps , 
c’eft-à  dire  en  fécondes  ? On  dira 

donc , comme  les  quarrés  des  temps , c’eft- 
à-diii  i^:  3600^  âîhfi  la  hauteur  donnée 
1 j pieds,  à la  hauteur  cherchée.1 
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1 : 1 2960000=1 5 i 9 4400000  hautr. 

1 5'  •**  . cherchée. 

64800000  ‘ ‘'r  J:1-  • --W? 

1 196 * ' • ; 

194400000. 

i , ’ 

Si  nous  comptons  maintenant  18000 
pieds  pour  une  lieue , nous  trouverons  cette 
hauteur  dé  10800  , & j>àrconféqàenî  près 
de  quatre  fois  plus  glandé  que  le  diamètre 
de  la  Terre. 

r ” 502:;  : 1 
. ■ : c- 1 _ , cr  : 1 

Il  en  eft  de  même  à l'égard  du  prix  des 

pierres  précieufes  ; lefquelles  ne  fe  vendent 
pas  dans  la  proportion  dçs  poids  y tput  le 
monde  fait  que  ces  prix  fuirent  un  plus 
grand  rapport.  La  réglé  pour  les  diamans 
eft  , que  le  prix  eft  en  raifon  quafrée  du 
poids  , c ’eft-à-dire  que  lq, rapport  t des  prix 
eft  égal  à la  raifon  doublée  des  poids.  On 
exprime  le  poids  des  diamans  en  carats  , 
& un  carat  vaut  4 grains  i ft  donc  un  dia- 
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niant  d’un  carat  rv.au  t jio  liv.  un  diamant 
de  i oo  %carats  vaudra  autant  de  fois  10 
livres , que  le  quarré  de  100  eft  plus  grand 
que  i i ainli  on  aura  , fuivant  la  réglé  de 

trois  , — 

•'O 

i*:  ioo*=io  liv.  : 

ou  i : i oooo  ==  i o :.....  Rép.  iooooo  liv. 

•}‘!c  • i-:-.  n t sno*:  **r.»  /.q-:  ■ 

?iiW  (Portugal,  qùtpefe 

Carats  j fou  fflf  if /e  trouvera  donceo 
faifant  :7-.q 

i1:  i68o**cs:io  liv.  : ou 

I : 1821400  =10  : 28  2 14000  liv. 

-.'•N  VJ  K]  * ' .>  i «:  r‘;nA  » }■'  {•  y V 

jr-obnov  i 'ü  • aÎ3:|0  J.  ? ’j 

1 Lès  portés  fdurtillTénf  allez  d’exemples 
de  'rapports  cdmp'o'Hé/;  'parce  qu’elles  fe 
payent  en  raifort  coènpofée  du  nombre  des 
chevaux  & de  éelüi  des  lieues  ou  des  poftés. 
Pàï  exem^lëy  ün^che^al  lè  payant  10  fous 
f>ar  poftéf,  qu’on  veuille  lavoir  cë  qu’on 
^aura  à payer  pour  28  chevaux  & pour  4 - 

-EÎO  'II*  .•<<•  - î ''IIe  • “ * ‘iir  • * • , ■ , * 

- - portes  ? 
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portes  ? On  écrira  d’abord  le  rapport  des 

■ chevaux  , . i 28  ^ 

fous  ce  rapport  on  mettra  celui 

des  portes  , * 2 : , 9 ,* 

& compoiânt  les  deux  rapports , 

on  aura 7 • 2 : 2 5 2 , 

ou  1 : 1 16  = I liv.  à 1 z6  fr.  ou  41  écus. 
Autre  queJHon.  Si  on  paye  un  ducat  pour 
huit  chevaux  par  trois  milles  d’Allemagne , 
combien  coûteront  trente  chevaux  pour 
quatre  milles  ? On  fera  le  calcul  fuivant: 

- •;  - . . ••  •:.■  » 

1 : 5=1  duc.  : au  4-e  terme 

fera  5 duc. 

504. 

La  même  compofition  des  rapports  le 
préfente , quand  il  eft  queftion  de  payer 
des  Ouvriers  , puifque  ces  payemens  fui- 
vent  ordinairement  la  raifon  compofée  du 
nombre  des  Ouvriers  & de  celui  des  jours 
qu’on  les  a employés. 

Tome  I. 


Ce 


! 


. * 
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Si  on  donne , par  exemple,  25  fous  par 
jour  à un  Maçon , & qu’on  demande  ce 
qu’il  faudra  payer  à vingt-quatre  Maçons 
qui  auront  travaillé  pendant  50  jours  ? On 
fera  ce  calcul  : 

1 : 24 
1 î 5° 

1 : 1200=25  1500  francs 

M 

20)30000(1 500. 

Comme  dans  ces  fortes  d’exemples  on 
a cinq  données  , on  nomme  dans  les  livres 
d’Arithmétique  réglé  de  cinq , celle  qui  fert 
à réfoudre  ces  queftions. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XL; 

Des  ProgreJJions  géométriques . 


N E fuite  de  nombres  qui  deviennent 
toujours  un  même  nombre  de  fois  plus 
grands  ou  plus  petits  , (e  nomme  une 
progrejjion  géométrique , parce  que  chaque 
terme  eft  conftamment  au  fuivant  dans  le 
même  rapport  géométrique.  Et  le  nombre 
qui  indique  combien  de  fois  chaque  terme 
eft  plus  grand  que  le  précédent , s’appelle 
Xexpofant.  Ainli , quand  le  premier  terme 
eft  i & l’expofant  = 2 , la  progreffion  géo- 
métrique devient  : 

N Termesi,i,^4,  5,  6,  7,  8,  9 &c. 

Progr . I,  2,4,8,16, 32,64,128, 256  &C. 
les  nombres  1,2,3  &c.  marquant  tou- 
jours les  quantieraes  termes  de  la  pro-. 
greflion. 

Ce  2 

1 


Diaitized  by  Google 


40 4 ■ E.Z  à M E NS 

' 506. 

T r « T /'r  * » 7 

Si  on  fuppofe , en  général  , le  premier 
termes  a & l’expofant  ~b,  on  a lapro- 
greflion  géométrique  fuivante  : 

* » 2 » 3 > 4»  î » ^ » 7 » 8 A 
Progr.  a , aé,a£% ab\  ab % aÆ5,  ûé6,  a£\.  alf-'. 

Ainfi , quand  cette  progreflion  eft  de  a 
termes , le  dernier  terme  eft  =^z£,*',.  11  faut 
remarquer  ici,  que  fi  l’expofant  £ eft  plus 
grand  que  l’unité,  les  termes  augmentent 
continuellement  ; que  fi  l’expofant  b=i , 
•les  termes  font  tous  égaux  } enfin , qüe  û 
Texpofant  b eft  plus  petit  que  1 , ou  qu’il  ait 
une  fraélion , les  termes  décroiffent  fans 

celle.  Ainfi  quand  a=ir  fk  6='- , on  a 

çetre  progreflion  géométrique  : 

, I I i JL  JL  JL  JL  Rrr 

1 9 a > 4 » 8»  MS»  31»  64  9 Ii8  » tXU 

‘ ‘ : ' 5°7- 
Ici  Te  préfentent  donc  à confidérer  : 

I.)  Le  premier  terme  que  nous  avons 
nommé  a . 
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IL  ) L’expofant , que  nous  appelons  b . 

III.  ) Le  nombre  des  termes  que  nous  avons 

indiqué  par  n,  ' . 

IV. )  Le  dernier  terme,  que  nous  avons 

trouvé  = ab—'.  : • . . r 

. Ainfi,  quahd  des  trois  premières  de  ces 
parties  font  données  , on  trpuve  le  dernier 
terme , en  multipliant  par  le  premier  terme 
a la  '«,-S-iT*  puiilance  de  b , ou  b*~l.  i \_ 
Si  on  demandoit  donc  le  5 oe  terme  de 
la  progreffion  géométrique  t,  z , 4 , 8y 
&c.  on  auroit  & «3=50** 

par  conféquent  le  50*  .terme  =5  2“*.  Or  i9 
étant  ce  pa.*  i'°  fera  =3 1024.-  Donc,  le 
quarré  de  z10 , ou  xîo,  ^=1048576  , & le 
quarré  dé  ce  nombre , ou  1 099  pi  6 27776 
= z4°.  Multipliant  doric  cette  valeur  de 
%*°  par  î9  ou  par  5 ii  j on  a z49  égalant 
56294995341131 2.  ■ 1 

V 508. 

1 ..  — 

Une  des  principales  queftions  qui  fe  pré- 
fentent  dans  cette  matière , c’eft  de  trouver 

Ce  3 
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la  fournie  de  tous  les  termes  d’une  pro- 
greflion  géométrique  ; nous  allons  donc  en 
expliquer  la  méthode.  Soit  donnée  d’abord 
la  progreflion  fui  vante  , compofée  de  dix 
termes: 

I,  *,  4,  8,16,32,64,128^256,  512, 
dont  nous  indiquerons  la  fomme  par  f,  de 
forte  que  : *•: 

/==i +.2+4  4- 3+ 16 + 3 24- 64+ 128 + 25  6 
4-512,  nous  aurons , en  prenant  le  double 
de  part  & d’autre , J—4— 8— |— 1 6-f-jx 

+64-)- 1 2 8— j— 2. (-15 1 2-j~i  024.  Otant  de 
Ceci  h progreffion  indiquée  par  f,  il  telle 
/=  1024^-1  =1023  j donc  la  fomme 
cherchée  ==  roiy. 


. Suppofons  maintenant  que  dans  la  même 
progrelîion  le  nombre  des  termes  foit  indé- 
terminé & = n , de  façon  que  la  fomme  en 
queftion,  ou  f , îoit^i^:i— ^—2— 1—2*~^— x4 
....  in~\  Si  on  multiplie  par  2 , on  a 2 f=i 
“■j-2  4 -f  x 1 -j-  2 4 ... . x”,  & fouftrayant  de 
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cette  égalité  la  précédente , on  a/==  2*  — r. 
On  voit  donc  que  la  fomme  cherchée  fe 
trouve  y en  multipliant  le  dernier  terme, 
i*-1.,  par  l’éxpofant  î , afin  d’avoir  2",  & 
en  fouftrayant  de  ce  produit  l’unité. 

. . * . * i . « >*  ' 1 \ 

510. 

Cela  devient  encore  plus  clair  par  les 
exemples  fuivans , où  nous  fubftituerons 
fucceffivement  à n les  nombres  1 , 2 , 3 , 
4 , &c.  - 

1=1  * 1+2=3  > i+î  + 4==7;I  + i + 4 + 8 
=215  ; i+*+4+8+i6— 3i‘>i+*“|-4 
•|*8*|-ié'|_3i^3dj  y &c. 

• • ’ ■ÙWï-  C - . , 

On  propofe  ; ordinairement  dans  cette 
matière  la  queftion  qui  fuit  i Un  homme 
propofe  de  vendre  Ton  cheval  par  lès  clous , 
qui  font  au  nombre  de  32  j il  demande 
I liard  pour  le  premier  clou , 2 liards  pour 
le  fécond  clou  , 4 liards  pour  le  troifieme 
clou , 8 liards  pour  le  quatrième  , & ainfi 

C c 4 
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de  fuiteyen  demandant  pour  chaque  dou 
le  double  du  prix  du  précédent.  :On  de- 
mande quel  lèroit  ie  prix  du  cheval?  : 
--  Cette  quéftiori  fe  réduit  évidemmerttà 
trouver  la  fomme  de  tous  les  termes  de  la 
progreffion  géométrique  i , 2 , 4,  8,1 6, 
&c.  continuée  julquau  32e  terme.  Or  ce 
derniér  terihe  efta1'  ; & comme  nous  avons 


trouvé  plus  haut  2ao  =?  1048576 , & i'° 
r=  1024 , nous  aurons  2*°.;2  K.°xxs 2 égal  à 
ï 07 3741824;  &en  multipliant  encore  par 
2 , le  dernier  terme  2J'  =^147483648  ; 
en  doublanticjonc' ce  inombre  tte  en  retran- 
chant l’unité  du  produit  , la  fomme  cher- 
chée devient  429496725)5  liards.  Cesliards 

] J T 

font  1073741823  J foüs , & divifant par  20 
on  a 53687091  liv.  3 f.  9 deli.  pour  le  prix 

cherché;,^  *,*"  !!  " 


•'i 


;b  f . 


Cr./\  :i  i t { '5  -ï  ■.*«•  !•*  • i . 

Soit  à pFéfent  Pexpûfant  = 3 , & qu’il 
s’agifle  de  trouver  la  fomme  de  la  pro- 
grelfton  géométrique  1 , 3 , 9 , 27 , 8 1 , 24}  > 
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729  , compofée  de  7 termes.  Supposons -la 
pour  un  moment  ==/,  de  forte  que 

/=i  + 3+9+*7+8*  + M3+7»9v 
Nous  aurons , en  multipliant  par  3 : 

3/==3+9+i7+8 1+2  43+7i9+2I87- 

Et  fouftrayanr  la  lerie  précédente  , nous 
avons  zf=i  1 87 — 1=^2 1 86.  Ainfrie  double 
de  la  fomme  eft:2=2i$6,  & par  confé- 
quem  la  fommp  . cherchée 5^1093. 

4 '•  jri.  ' '?,:q 

• •ut,  , w*ji  A/  ^ *'*  * i'ji  • „ * * 1 • ■ 

Soit  dans  la  même  progre$Qa  le  nombre 
des  termes=/i^&  la  fomme  ~/y-de  forte; 
que  /=  1 +,£+  3*  -H’ . . 3'1- 
$i'  on  multiplie  par  3 , oy  a 3/^=.  3 +.3^ 
^ Ÿ + * • • * 3**  Soy(îrayan‘t  de  jfeçi, 

la  valeur  de  /,  co  mine; , tous,  les  term es.  d^ 
celle-ci , excepté  le  premier  , détruifent 
tous  les  termes'  de  là  valeur  de  3^  véfx^ 
cepté  le  dernier  y,  Oh  aura  xf  = Ÿ~î  ? 

dônç/=  — — . _ A’irifî  la  fomme  cherchée 

Ij  1 V;q  • • » i > *••  ’ •...  • 

fe  trouve  en  multipliant  le  dernier  terme 
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par  3 , en  fouftrayant  i du  produit , & en 
divifant  le  refte  par  2.  C’eft  ce  qu’on  voit 
auffi  par  les  exemples  ftiivans  : 1 = 1 j 1 -j- j 

=^—4»  I+3+9=3-;rî— 13  » H-3+9 
“f"  27  — ~ — 4°>  i-J-  3 

J.Si-ï 


=-T—  = 121. 


514. 


Suppofons  maintenant , en  général,  le 
premier  terme  =a  , lexpofant  —b,\e 
nombre  des  termes  = n , & leur  Tomme 
=/,  en  forte  que 

/=  a “f"  &b  -f-  &b'  -f-  ab'  -J-  ab*  . . . , ai"-1. 

Si  nous  multiplions  par  b , nous  avons 
bf ’=  ab^-ài^  ab 

& fouftrayant  l’égalité  précédente  il  refte 

( b — 1 ) ft=itb»^ar;  d’où  nous  tirons  faci- 

- */  • 


ab' 


lement  la  fomme  cherchée  f =-r— — . Par 

conféquem  la  fomme  d’une  progreffion  géo- 
métrique quelconque  fe  trouve  i fi  on  mul- 
tiplie le  dernier  terme  par  lexpofant  de  la 
progreffion  , qu’on  fouftraie  du  produit  le 
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premier  terme  & qu’on  divife  le  refte  par 
l’expofant  diminué  de  l’unité. 

■ ■■■■  : 515-  • - 

1 % * », 

Soit  une  progreffion  géométrique  de  fept 
termes , dont  le  premier  = 3 , & que  l’ex- 
pofajit  fbit  = x 3 on  aura  a==j;,  b=zx  & 
n~=7  j donc  le  dernier  terme  = ou- 
3 :$4r=19*b  la  progreffion  entière  fera 

3 > 69  ix^x+j  48 , 96  j 192. 

Si  de  plus  on  multiplie  le  dernier  terme 
191  par  i’expofant  2 , on  a .38431  ôtant  le 
premier  terme  3 il  refte  381  y &divifant 
ceci  par  £ — 1 ou  par  1 , on  a 381  ppur  la 
femme  de  toute  la  progreffion.  : 

• #.  «»»»  * i ^ * **• 

516. 

..  , , • • . . . 

Soit  encore  une  autre  progreffion  géo- 
métrique de  fix  termes  y que  4 en  îoit  le 

premier  , & que  l’expofant  foit  = La 
progreffion  eft 

A « *7  • $ï 

4 9 ° » 9 J 1 > 4 > »'•  * 
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7 Multiplions  ce  dernier  terme  ^par  Tex- 
pofant  - , notfs  aurons  j la  fouftraélion 
du  premier  terme  4 laifle  le  refte  ^,qui, 
divifépar  donne Ç = 

517-  •:  ' - • = 

-Lorfque  l’expofant  eft  plus  petit  que  r,* 
& que , par  conféquent , les  termes  de  la 
progreflionJvont  toujours  en  diminuant , 
on  peut  indiquer  la  fommed’une  telle  pro- 
gression décroisante  qui  if  Oit  à l’infini. 

Soit,  par  exemple , le*  premier  terme 

— t , l’kxpofaht  = l- , & la  foifrimè  =/,  en 
forte' qUeJ  :J  l " « ’ l~~  '*  ~:,i  ' 1 

/=i+ï^ï4-f +s!+^5+;:  ** 

fans  fin.  . . : ( 

Si  on  multiplie  par  1 , on  3 

*/=2  + 1 + î+^î+Â;+iT+î&c- 

fans  fia. 

* < * » • « t » 

Et  fouftrayant  la  progreffion  précédente , 
il  refte /=■  2 pour  la  fomme  de  la  progref- 
fion  infinie  propofée. 
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Si  le  premier  terme =i , Fexpofant=j> 
& la  fomme  = /,-  de  façon  que 

/-=> +r+ï+è+n+,  &c.  à l’infini. 
On  multipliera  le  tout  par  3 , on  aura  \ 
j/=}  + i+j  + ^+~+&c,ànnfini, 
& fouftrayant  la  valeur  de  /,  il  refte  2 / 
= 3 i donc  la  fomme  /=i 

519.  ■ 

Qu’on  ait  une  progreffion  dont  la  fommç, 
= /,  le  premier  terme— 2 , l’expo fant—^-j 
de  façon  que 

/=»+î+l+?+fl 

Multipliant  par  j on  aura 

+1  + ïî  + + > &c*  fans  fin*  °T  fo£f“ 

trayant  la  progreffion  /,  il  refte  j / = - j 
donc  la  fomme  cherchée  =e  8.  >t 

■:  : • ■.  520.  ■ ; • • . î 

Si  on  fuppofe,  en  général,  le  premief 
terme a , & l’expofant  de  la  progreffion 

• 1 t 


• ~~  j &c.  à l’infini. 
0=1+ *+{ 


Digitized  by  Google 


4M  E L É M E N s 

= 7 , de  maniéré  que  cette  fra&ion  foit  plus 
petite  que  i , & par  conféquent  c plus  grand 
que  b ; voici  comment  on  trouvera  la  fomme 
de  cetre  progreflion  pouflee  à l’infini  : on 
fera 


/=«+- 4 

1 C 1 cc 

fans  fin. 


a ^ ^ 1 

^ î 


ib 4 


bTr+.&c. 


Multipliant  par  * , on  aura 


*/=-+4‘+^+^&c  à l’infini. 
cJ  c 1 c*  ' c3  1 c4 

Et  fouftrayant  cette  égalité  de  la  précé- 
dente , il  refte  (i — * )/=a. 

Par  conféquent  / = -^—b 
* • * 1 — • — • 


- Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  cette 
fra&ion  par  c,ôn  a /=^.  La  fomme  de 
la  progreflion  géométrique  infinie  propofée 
fe  trouve  donc  en  divifant  le  premier  terme 
a par  i moins  lexpofant , ou  bien  en  mub 
tipliant  le  premier  terme  a par  le  dénomi- 
nateur de  l’expofant , & en  divifant  le 
produit  par  le  même  dénominateur  diminués 
du  numérateur  de  lexpofaht. 
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521. 

On  trouve  de  la  même  maniéré  les 
fommes  des  progreffions , dont  les  termes 
font  affe&és  alternativement  des  fignes  -f* 
& — . Soit , par  exemple , 

r ' ab  , ab'  ab*  . ab * - 

J c 1 c c*  1 c4  7 

Si  on  multiplie  par b- , on  a 


b - ab 

r c 


ab * , aé*  ab 4 Q 

— T H — ; r &c* 

c'  1 cJ  c4 


Et  fi  on  ajoute  cette  égalité  à la  pré- 
cédente , on  obtient  ( 1 -j—  7 ) /—a.  D’où 

l’on  tire  la  fomme  cherchée  /=  *-j9  ou 

1 * 7 

f-Üi- 

52Z. 

On  voit  donc  que  fi  le  premier  terme 
û = j , & l’expofant  = j , c’eft-à-dire , é 
= 1 & c = ç , on  trouvera  la  fomme  de 
Uprogreffion}+£+^+~£+  &c.  = 1 * 
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puifqu’en  fouftrayant  l’expofant  de  i il  ref- 
tera  j , & qu’en  divifant  le  premier  terme 
par  ce  refte , le  quotient  eft  i . 

On  voit  en  fécond  lieu  que  fi  les  termes 
font  alternativement  pofîtifs  & négatifs , & 


que  la  progreflion  ait  cette  forme  : 
l « -4-  11  * 1 :Rrç 

J IJa  laj  615  *T  ; .7 

la  fomme  fera 


J 


exemple.  Soit  la  progreflion  infinie 
3 4_  J_  J L__J — 3__i — 3 L&c. 

« 100  T jooo  I 10000  I 100000  I . 


Le  premier  terme  eft  ici  & l’expo- 
fant  eft  Souftrayant  ce  dernier  de  i , 
il  refte  ^ j & fî  Ton  divife  le  premier  terme 
par  cette' fraftion , il  vient  - pour  la  fomme 
de  la  progreflion  donnée.  Ainfi  en  ne 
prenant  qu’un  terme  de  la  progreflion, 
fàvoir  l’erreur  feroit  de 

En  prenant  deux  termes , 7^—  7^  » 

il 


> 
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il  s’en  faudroit  encore  de  ^ que  la  fomme 
ne  £ut  = *. 

5M- 

Autre  exemple . Soit  donnée  la  progreflion 
infinie  : 

o-f~  — -J-  -? — [--2 — I — 2 — L&c. 

y \ 10  1 100  1 1000  1 10000  1.  v 

Le  premier  terme  eft  9 , l’expofànt  eft  — . ' 

Ainfi  1 moins  l’expofant  fait  £ ; & 9 =10, 

» . 10 

fomme  cherchée. 

On  remarquera  que  cette  fuite  s’exprime 
par  une  fra&ion  décimale  en  cette  maniéré , 

9>9999999  > &c- 

CHAPITRE  XII.. 

Des  Fractions  décimales  infinies. 


o U s avons  vu  plus  haut  que  dans  les 
calculs  logarithmiques  on  emploie  des  frac- 
tions décimales  au  lieu  des  fra&ions  ordi- 
Tome  I.  D d 
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naires  ; cela  fe  pratique  aufïi  avec  beaucoup 
d’avantage  dans  d’autres  calculs.  Il  s’agira 
principalement  de  faire  voir  comment  on 
transforme  une  fràéfion  ordinaire  en  une 
fraélion  décimale , & comment  on  peut 
exprimer  réciproquement  la  valeur  d’une 
fraftion  décimale  par  une  fra&ion  ordi- 
naire. 

; ' .5*6.  ' 

Qu’on  ait  généralement  à changer  en 

fraéfion  décimale  la  fraétion  } : comme  cette 
fra&ion  exprime  le  quotient  de  la  divifion 
du  numérateur  a par  le  dénominateur  £ , on 
écrira  à la  place  de  a la  formule  a,ooooooo, 
dont  la  valeur  ne  différé  pas  du  tout  de 
cellë  de  a,  puifquelle  ne  contient  ni 
dixièmes  * ni  centièmes  &c.  On  divifera 
enfuite  cette  formutfe  par  le  nombre  b , Sui- 
vant les  réglés  ordinaires  de  la  divifion,  & 
en  obfervant  feulement  de  mettre  à la  place 
convenable  la  virgule  qui  fépare  les  déci- 
males & les  entiers.  Voilà  tout  le  procédé) 
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& nous  allons  l’éclaircir  par  quelques 
exemples. 

Soit  donnée  d’abord  la  ffa&ion  ' , la  di* 
vihon  en  décimales  prendra  cette  forme: 

1)1,0000000 t 

0,5000000 

Nous  voyons  par-là  que  x-eû  autant  que 
0,5000000  ou  que  0,5  ; & en  effet  cela 
eft  évident , puifque  cette  fra&ion  décimale 
indique  ~ , qui  équivalent  à 


Que i foit  la  fraéfion  donnée,  on  aura 
3)1,0000000 t ■.  - . 

. ?>3333333  * * - 

Cela  fait  voir  que  la  fraéHon  décimale  , 
dont  la  .valeur  = ~ , ne  peut , à la  rigueur 
être  difcontinuée  nulle  part , & quelle  va 
à l’infini  en  confervant  toujours  le  nombre 
3.  Aufli  avons-nous  trouvé  plus  haut  que 
les  fraêfions  ^ 4-  “ — - — I — — , &c.  -à 
l’infini,  ajoutées  enfemblç  fontj. 

‘ : D d‘  i 
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La  fra&ion  décimale  qui  exprime  la 
valeur  de  - , fe  continue  de  même  à l’infini, 
car  on  a 

3) 2,0000000 a 

1,6666666  i'- 

Et  cela  fuit  d’ai  leurs  évidemment  de  ce 
que  nous  venons  de  dire , parce  que  ~ eft 
le  double  de 

- 528. 

Si  eft  la  fra&ion  propofée  , on  a 

4)  1 ,0000000  , 

0,2  ) uOOOO 

Ainfi  eft  autant  que  0,1500000  ou  que 
0,25  ; & cela  eft  clair,  puifque  ^ ïfe 

n 1 

. . ..  - * 

100  4 * 

- On  auroit  pareillement  pour  la  fraéHon^ 

4)3,0000000 5 

0,7500000  ** 

Ainfi  j =0,75  ; & en  effet 

3 

4*  * 

La  fraôion  le  change  en  fra&ion  déci- 
çimale,  en  faifant 

/ 
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4)5,0000000  y 

1,1500000  4# 

Or.  1+2=1. 

529. 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  *+ 
=0,1-,  ) =0,4}  f =q,6j  ±=0,8  î|=i} 
j—  1,2  , &c.  / * 

Quand  le  dénominateur  eft  6 , on  trouve 
|-=o,i  666666  &c.  ce  qui  eft  autant  que 
0,666666 — 0,5.  Or  o,666666=|  &o,f 
= donc  en  effet  0,1 666666=  j-  — i-=i-. 

On  trouve  auffi  1=0,533333  &c.=  ^; 
mais  | devient  o,  5 000000  = Enfuite 
=°,*33333=°>333333+°>5  > c’eft'à- 

53a 

Lorfque  le  dénominateur  eft  7 , les  frac- 
tions décimales  deviennent  plus  compli- 
quées. Parexemp.on  trouve  ^=0,1 42857 
&c.  cependant  il  faut  remarquer  que  ces 
fix  chiffres  141857  reviennent  conftam- 

Dd  y . 
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ment.  Pour  fe  convaincre  donc  que  cette 
fraétion  décimale  exprime  précifément  la 
valeur  de  , on  peut  la' transformer  en  une 
progre/fion  géométrique , dont  le  premier 
termë  foit  = — & l’expofant=- 

I OOOOOO  * 1 1 


1000030  J 


& par  conféquent  la  fomme= 


57_ 
1 OOOOOO 


1000000 


— ( en  multipliant  les  deux  termes  par 

999999  v r r 

1000000)  = -. 

y 7 


531- 

On  peut  prouver  encore  d’une  maniéré 
plus  facile , que  la  fra&ion  décimale  trou- 
vée fait  exaéfement  \ car  pofant  pour  fa 
valeur  la  lettre  /,  on  a 

y=o, 141857141857141857  &c. 
lo/=i,  41857141857141857  &c. 
100/=  14,  1857141857141857  &c. 
iooq/==i4i,  857I41857 141857  &’c. 
100007=1418,  57141857141857  &c. 
1000007=14185,  7141857141857  &c. 
1000000^=141857,  141857141857  &c. 
Souftrayez/=  . O,  1418 57 1418 57  &C. 

999999/=|4i8j7. 
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Et  divifent  par  999999  , vous  aurez  f 
~ wm?  — J'  Donc  la  ^ra^ion  décimale, 
qu’on  avoit  fait  —f,  eft  = y 

5 32. 

On  transformera  de  la  même  maniéré 
| en  une  fraélion  décimale , qui  fera 
0,28571428  &c.  & cela  nous  conduit  à 
trouver  plus  facilement  la  valeur  de  la 
fra&ion  décimale  que  nous  venons  de  fup- 
pofer  =f;  parce  que  0,28571428,  &c. 
doit  être  le  double  de  celle-là  , & par  con- 
féquent  = 2 f.  Car  nous  avons  eu 

1007=14,28571428571  &c. 

ainii  en  foufe 

tray  ant  2/=  o,t857i42857i:&c. 
il  relie  987—114 
donc  = 

On  trouve  aulR  ^^0,42857 1428  57  &c. 
ce  qui , après  notre  fuppôfition , doit  être 
= 3 f,  or  nous  avons  trouvé 

I o/=i , 428571418)7  , &c. 

ainfi  en  fouf- 

trayant  \f—  0,428  57  ï 4^8  57  , &c. 

nous  avons  7 f=i,  donc  /=^. 
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533- 

Ainfi  quand  une  fra&ion  propofée  a le 
dénominateur  7 , la  fra&ion  décimale  eft 
infinie , & 6 chiffres  y font  continuellement 
répétés.  La  raifon  en  eft , comme  il  eft 
facile  de  s’en  appercevoir , qu’en  continuant 
la  divifion  il  faut  qu’on  revienne  tôt  ou  tard 
à un  réfidu  qu’on  aura  déjà  eu.  Or  il  ne 
peut  refter  dans  cette  divifion  que  6 nom- 
bres différens , lavoir  1 , 2,  3,  4,  5,6» 
ainfi , après  la  fixieme  divifion  au  plus  tard , 
il  faut  que  les  mêmes  chiffres  reviennent  ; 
mais  lorfque  le  dénominateur  eft  de  nature 
à faire  parvenir  à une  divifion  fans  refte , 
ces  cas-là  ne  peuvent  avoir  lieu. 

■ 534- 

Suppofons  à préfent  que  8 foit  le  déno- 
minateur de  la  fraélion  propofée  , on  trou- 
vera les  fraéfions  décimales  qui  fuivent  : 
i-— :°>I  M > 8 50  > I— °>375  » 

4=0,500;  1=0,611  -,  1=0,750; 

=0,87  5 , &c. 


% 
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Si  le  dénominateur  eft  9 , on  a 
j-=o,i  11  &c.^  =0,222  &c.  |=o,33  3 &c. 

Si  le  dénominateur  eft  10,  on  a 
i=o, 100;  ^=0,1005^=0,3.  Cela  eft 
clair  par  la  nature  de  la  chofe  , de  même 
que  ^=0,01  ; que  £=0,37;  que  ^ 
= 0,156;  que  ^,=0, ooi4,  &c. 


536. 

t • 

Que  1 1 foit  lç  dénominateur  de  la  frac- 
tion propofée , on  aura  ~ =0,0909090  , 
&c.  Or  fuppofons  qu’on  veuille  trouver  la 
valeur  de  cette  fra&ion  décimale , & nom- 
mons-la /,  nous  aurons  /=o, 090909,  & 
10/^=00,909090  ; de  plus , 1 oo/=9, 09090. 
Si  donc  nous  fouftrayons  de  ceci  la  valeur 
de  /,  nous  aurons  99/1=9  , & par  confé- 
quent  /=  ^ Nous  aurons  aufli 
1=0, 1 S l»  1 8 , &c.  £ =0,1717 17  , &c.  £ 


= 0,545454»  &c. 
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537- 

Il  eft  donc  un  grand  nombre  de  fra&ions 
décimales , où  un  , deux  ou  plufîeurs 
chiffres  reviennent  conftamment , & qui 
continuent  de  cette  maniéré  jufqu’à  l’infini. 
De  telles  fractions  font  affez  remarquables, 
& nous  allons  faire  voir  comment  on  peut 
trouver  aifément  leurs  valeurs  (*). 


(*)  Ces  fractions  décimales  périodiques  fourniffent 
matière  à plufieurs  recherches  intéreflantes  ; j’avois  com- 
mencé à m’en  occuper , même  avant  que  d'avoir  vu  cetre 
Algèbre , & j aurais  peut-être  continué-,  fi  je  n’attendois 
aufli  l’occafion  de  voir  un  Mémoire  inféré  dans  les  Trtn- 
faflions  philo fophiques  pour  1769  , & intitulé  of  tht  Theory 
of  circuUtïng  Eraflions.  Je  me  contenterai  de  rapporter  ici 
le  raifonnement  par  lequel  j’avois  commencé. 

M 

Soit  — une  fraéfion  réelle  quelconque  irréduâible  à de 

moindres  termes  ; on  demande  jufqu’à  combien  de  chiffres 
il  faudra  la  réduire  en  décimales,  avant  que  les  mêmes 
termes  ou  chiffres  reviennent.  Je  fuppofe  que  toM  foit 
plus  grand  que  D ; fi  cela  n’étoit  pas , mais  que  100  N 
ou  tooo  2V  feulement  fu:  D , il  faudrait  commencer 

„ . . 10  N 100  N . , , . . . , . . ‘ 

par  voir  fi  — - cru  — — &c.  fe  réduit  a de  moindres 

N1 


termes , ou  à une  fraéüon  qT 
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Suppofons  d’abord  qu’un  ièul  chiffre  foit 
toujours  répété,  & indiquons- le  para-,  de 
forte  que  /=  o,aaaaaaa.  Nous  avons 
10  f=  a,aaaaaaa  , 

& fouftrayant  f—  Q,aaaaaaa. 

nous  aurons  9/=  a,-  donc /=-. 


Cela  pofé  , je  dis  que  la  même  période  ne  peut  re- 
venir que  lorfque  dans  la  divifion  continuelle  qu’on  fait , 
le  meme  réûdu  N revient.  Suppofons  que  jufqu’alors  on 
ait  ajouté  / zéros , & que  Q foit  le  nombre  du  quotient 
en  entier , & abftraélion  faite  de  la  virgule , on  aura 

Nx  iof  _ N . _ N . , v „ ^ , 

— — — = Q + — ;do ne  — x(  IOJ- 1 ).  Or  Q devant 

être  un  nombre  entier , il  s’agit  de  déterminer  pour  f 

* . N - 

le  plus  petit  nombre  entier , tel  que  — x ( iof  -"i  ) , ou 

JL J 


feulement 


foit  un  nombre  entier. 


Ce  problème  demande  qu’on  diftingue  différens  cas  • 
le  premier  eft  celui  où  D eft  un  divifeur  de  io,  ou  de 
100  ou  de  1000 , &c.  ; & U eft  clair  que  dans  ce  cas  au- 
cune fra&ion  périodique  ne  peut  avoir  lieu.  Nous  pren- 
drons pour  le  fécond  cas  celui  où  D eft  un  nombre, 
impair,  & qui  ne  foit  pas  un  fa&eur  d’une  puiffance  de 
10  ; dans  ce  cas  la  valeur  de  / peut  aller  jufqu’à  D- i , 
mais  fouvent  elle  eft  moindre.  Un  troifieme  cas  enfin 
«ft  celui  où  D eft  pair  , & où  par  conféquent , fans  être 
un  fadeur  d’une  puiffance  de  io,  il  a cependant  un 


1 
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Lorfque  deux  chiffres  font  répétés , 
comme  ab , on  a f=  o^abababa.  Donc  i oo / 
z=zab,ababab  ,*  & fi  on  en  fouftrait /,  il  refte 
99 fz=zab i par  conféquent  /=A. 

Lorfque  trois  chiffres , comme  a b c , fe 
trouvent  répétés , on  a fz=za^abcabcabc  ; par 
conféquent  i ooo  f=uibc,abcabc  } & en  fouf- 
trayant  /,  il  refte  999  f=abc;  donc/ 
= — , & ainfi  de  fuite. 

' 53^* 

Toutes  les  fois  donc  qu’une  fra&ion  dé- 
cimale de  cette  efpece  fe  préfente , il  eft 
facile  d’en  trouver  la  valeur.  Soit  donnée , 

r 

par  exemple,  celle-ci,  0,196196,  fa  va- 
leur fera  ==|^==^ , en  divifant  les  deux 
termes  par  37. 

commun  divifeur  avec  une  de  ces  puiiïances.  Ce  commun 
divifeur  ne  peut  être  qu’un  nombre  de  la  forme  i‘  ; û 

d°nc  — = </,  je  dis  que  les  périodes  feront  les  mêmts 
N 

que  pour  la  fraâion  — , mais  quelles  ne  commenceront 
► ♦ 
qu’au  chiffre  défigné  par  c.  Ainfi  ce  cas  revient  au  fécond 

cas,  & il  eft  évident  au  refte  que  c’eft  celui-ci  qui  fait 
l’ellentiel  de  cette  théorie. 


r 
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Cette  fra&ion  doit  redonner  la  fra&ion 
décimale  propofée  ; & on  peut  fe  convain- 
cre facilement  que  ce  réfultat  a lieu  en 
effet , en  divifant  8 par  9 , & après  cela  le 
quotient  par  3 , parce  que  17=3.9.  0°  a 
9)8,0000000 
3)0,8888888 
0,2962962  &c. 

ce  qui  eft  la  fraftion  décimale  propofée. 

539< 

Donnons  encore  un  exemple  affez  cu- 
rieux , en  changeant  en  fra&ion  décimale 
la  fra&ion  - - ■ , ce  qui  fe  fait  de 

1 J «4*  5 *v*  7»v»9*  1 o • 

la  maniéré  qu’on  va  voir  : 

2)  1 ,00000000000000 

Il  — ■ ■ . I — I — , . !..  I.  ■ | — 

3 )o,  3 0000000000000 
4)0,1 6666666666666 
5 )o,04 1 66666666666 
""6)0,00833333333333 

7) 0,001 38888888888 

8) 0,00019841  269841 

9) 0,000014801 58730 
1 0)0,00000  275573192 

0,000000275573*9. 
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CHAPITRE  XIII. 

‘ / 

Des  Calculs  d'intérêts  (*). 


540. 

On  a coutume  d’exprimer  les  intérêts 
d’un  capital  en  pourcents , en  dilànt  combien 
on  paye  annuellement  d’intérêt  de  la  Tomme 
de  1 00.  Il  eft  aflez  ordinaire  qu’on  place 
fon  capital  à 5 pour  cent,  c’eft-à-dire, 

( * ) La  théorie  du  calcul  de  l’intérêt  doit  Tes  premiers 
progrès  à Lelbnit^,  qui  en  donna  les  principaux  élémens 
dans  les  Afta  Eruditorum  de  Leipfig  pour  1683.  Elle  a 
fourni  matière  enfuite  à plufieurs  diflertations  détachées 
très-intéreffantes  ; ceux  qui  l’ont  le  plus  avancée , fort 
les  Mathématiciens  qui  ont  travaillé  fur  l’Arithmétique 
politique , dans  laquelle  on-  combine  d’une  maniéré  véri- 
tablement utile  le  calcul  des  probabilités , le  calcul  de 
l’intérêt  & les  données  que  fournHTent  depuis  environ 
un  fie  de  les  regiflres  mortuaires.  De  bons  élémens  d’Arith- 
métique  politique  nous  manquent  encore , quoique  cette 
branche  des  Mathématiques  # auili  belle  qu’étendue  , ait 
été  fort  cultivée  en  Angleterre , en  France  &.  en  Hol- 
lande. — 
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de  maniéré  qu’on  tire  f écus  d’intérêt  d’un 
capital  de  1 00  écus.  Ainfi  rien  de  plus  facile 
que  de  calculer  les  intérêts  d’un  capital 
quelconque  : on  n’a  qu’à  dire  , fuivant  la 
réglé  de  trois  : 

100  donnent  5 ; que  donne  le  capital 
propofé  t Soit , par  exemple  , le  capital 
860  écus , on  trouve  fon  intérêt  annuel , en 
difant  : 

100:5  =860  à..«  Rép.  43  écus. 

,5  - 

100)4300 

43-  . . 

< • .541- 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à ces  calculs 
de  l’intérêt  {impie , afin  de  paffer  aufîi-tôt 
au  calcul  de  l 'intérêt  fur  intérêt.  On  de- 
mande principalement  dans  ce  calcul  , à 
quelle  fomme  monte  un  capital  donné  après 
un  certain  nombre  d’années , fi  on  joint 
annuellement  l’intérêt  au  capital , & que  de 
cette  maniéré  on  augmente  continuellement 
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le  capital  ? On  part , pour  réfoudre  cette 
queftion  , de  ce  que  i oo  écus  placés  à f 
pour  cent  fè  changent  au  bout  d une  annse 
en  un  èapital  de  105  ecus.  Soit  le  capital 
— a , on  trouvera  ce  qu’il  vaut  au  bout  de  t 
l’année , en  difant  : 100  donne  105,  que 

donne  a ; la  réponfe  eft  “ — 17  » ce  ^fue 
l’on  peut  gufll  écrire  de  cette  maniéré, 

~ . a , ou  de  celle-ci , a 5 • 

ao  ' • 

542. 

Ainfi , quand  on  ajoute  au  capital  aftuel 
fa  vingtième  partie , on  obtient  la  valeur 
du  capital  pour  l’année  prochaine.  Ajoutant 
à celui-ci  fon  vingtième , on  lait  ce  que  vaut 
le  capital  donné  après  deux  ans , & ainfi 
de  fuite.  Il  eft  donc  facile  d’apprécier  les 
accroiffemens  fucceffifs  & annuels  du  ca- 
pital , & de  continuer  ce  calcul  aulîi  loin 
qu’on  voudra. 

543- 

Suppofons  un  capital  qui  foit  prélènte- 
tnent  de  iqoo  écus  , qu’il  foit  placé  à cinq 

Pour 


# 
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pour  cent , & qü’on  joigne  chaque  année  ' 
1 intérêt  au  capital.  Comme  ce  calcul  ne 
tarde  pas  à conduire  à des  fraftions,  nous 
nous  fervirons  des  fraélions  décimales , mais 
fans  les  pouffer  plus  lqin  que  jufqu’aux 
millièmes  parties  d’un  écu  vu  que  des 
parties  plus  petites  n’entrent  pas  ici  en 
confidération. 

Le  capital  donné  de  1000  écus  vaudra 
apres  i an  ^ ,050  écus 

5M, 

apres  2 ans  — ^ — 77^ 

t --  5 5,»M,  /• 

apres  3 ans-  - — u,7^,  „ 

, 57,88i, 

apres  4 ans  — <-i  — FTTT^r  • 

• ' ' ' ' 1 . ■ ■ 60,775 , 

apres  5 ans— '1276,181  &c. 

544* 

On  peut  continuer  de  la  même  maniefe 
'pour  autant  d’années  qu’on  voudra  } mais 
lorfque  le  nombre  des  années  eft  fort  grand , 
Je  calcul  devient  long  & ennuyeux ; voici 
comment  on  peut  l’abréger  : 

Tome  /.  E e 
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Soit  le  capital  préfent  = a , & puifqu’un 
capital  de  10  écus  vaut  21  écus  au  bout  de 
l’année  , le  capital  a vaudra  ^ a après  un 
an.  Le  même  capital  montera  l’année  fui- 
vante  à ~ . a=  . a . Ce  capital  de 

deux  ans  vaudra  & l’année  d’après  \ 
ce  qui  fera  donc  le  capital  de  trois  ans. 
Celui-ci  augmentant  de  même , le  capital 
donné  vaudra  . a au  bout  de  quatre 

ans.  Il  vaudra  . a au  bout  de  cinq  ans. 

Après  un  fïecle  il  vaudra  y & en 

général  QJ . a fera  la  valeur  de  ce  capi- 
tal après  n années  ; & cette  formule  fer- 
vira  à déterminer  la  quantité  du  capital 
.après  un  nombre  quelconque  d’années. 

■ 54?- 

La  fraélion  ^ qui  eft  entrée  dans  ce  cal- 
cul , fe  fonde  fur  ce  que  les  intérêts  ont  été 
comptés  à 5 pour  cent , & que  eft  au- 
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tant  que  Que  fi  les  intérêts  fe.  comp- 
taient à 6 pour  cent , le  capital  a monte* 
roit  à . a au  bout  d’un  an  * à (■—)* . a 
au  bout  de  deux  ans  \ & à (— V . a au 

* ytoo/ 

bout  de  n années. 

Mais  fi  les  intérêts  ne  font  que  de  4 pour 
cent , le  capital  a ne  vaudra  que  . <* 
après  n ans. 

• 54<S- 

Or  il  eft  aifé , lorfque  le  capital  a , ainfi 
que  le  nombre  des  années , efi  donné , de 
réfoudre  ces  formules  par  les  logarithmes. 
Car  s’il  efi  queftion  de  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  la  première  fuppofition  , on 

prendra  le  logarithme  de  a>  qui  efi 
=log.  log.  ai  parce  que  la  for- 

mule en  queftion  efi  le  produit  de  (j-)* 
& de  à . Et  comme  efi  une  puiflance , 
on  aura  L.  * = rc  L.  ^ Ainfi  le  loga- 
rithme du  capital  cherché  eft=/z.L.  5 

E e 1 
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4~  L.  a.  De  plus  le  logarithme  de  la  frac- 
tion — = L.  1 1 -+•*  L.  20* 

5 47* 

Soit  à préfent  le  capital  = i ooo  écus , 

& qu’on  demande  de  combien  il  fera  au 
bout  de  î oo  ans , en  comptant  les  intérêts 
à ,5  ^oiir  cent  ? - ' 

Nous  avons  ici  «mioo.  Le  logarithme 

du  capital  cherché  fera  par  conléquent 

» ' • » 

= ioo  L.  ^ L.  i ooo , & voici  comment 

. . , * . , » ' ‘ ’ i * ’ 

on  évalue  cette  quantité  .: 

‘ * 1 , 1 • • i • * < # } 

L.  il  =1,312219$ 
fouftrayant  L.  20  = 1, 3010300 

\ L.  *4=0,0211893  - j 

multipliant  par  100 

•,  ,0°^  s =*>  1189300 

/•  ' ajoutant  L.  1 000=  3 ,0000000 

. logarithme  du  =5,1189300.' 

. capital  cherché. 

On  voit  par  la  cara&ériftique  de  ce  lo- 
garithme , que  le  capital  cherché  fera  un 
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nombre  de  fix  chiffres , & en  effet  ce  ca-  • 
pital  fe  trouve = 13 1 501  éctis. 

548. 

Un  capital  de  3 45 ^livres à 6 pour  cent , 
de  combien  fera-t-il  après  64  ans  ? 

Nous  avons  ici  <2=3452,  & « = 64. 
Donc  le  logarithme  du  capital  cherché 

=64L.  5”-J-L.  3452,  ce  qu’on  calcule  de 
cette  maniéré  ; 

L.  53  = 1,7242759 
fouftrayant  L.  50=  1,6989700 

L.  fo  —0,0x53059  ' 
multipl. par 64:64 L.  ~ =1,6195776 
L.  3452=3,5380708 

5,1576484. 

Et  en  prenant  le  nombre  de  ce  loga- 
rithme , on  trouve  le  capital  cherché  égal 
à 143763  livres. 

549-  # ■ 

Quand  le  nombre  des  années  eft  fort 
grand,  comme  il  s’agit  de  multiplier  ce 

. Ee  3 . 


L 
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nombre  par  le  logarithme  d’une  fra&ion, 
il  pourroit  provenir  une  aflez  grande  erreur 
de  ce  que  les  logarithmes  ne  le  trouvent 
calculés  dans  les  tables  que  jufqu’à  7 chiffres 
de  décimales.  C’eft  pourquoi  il  faudra  em- 
ployer des  logarithmes  poulies  à un  plus 
grand  nombre  de  figures,  comme  on  la 
fait  dans  l’exemple  fuivant  : 

Un  capital  d’un  écu  reliant  placé  à 5 
pour  cent  pendant  5 00  ans  , & les  intérêts 
s’y  joignant  annuellement , on  demande  à 
quelle  fomme  le  montera  ce  capital  après 
les  500  années  ? 

On  a ici  a=i  & nz=^ 00;  par  confé- 
quent  le  logarithme  du  capital  cherché  ell: 
égal  à 500  L.  ^ -j-L.  1 , ce  qui  produit 
ce  calcul  : 

L.  21=  1,322219294733919 
foullrayant  L.  20=  1,301029995663981 

L.  ^ = 0,021189199069938 
mult.  par  çoo  on  a 10,594649534969000 
Voilà  donc  le  logarithme  du  capital 
cherché,  lequel  fera  par  conféquent  égal  à 
39323100000  écus. 
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5 50. 

Si  on  ne  le  contentoit  pas  de  joindre 
annuellement  l’intérêt  au  capital , & qu’on 
voulût  encore  l’augmenter  tous  les  ans 
d’une  nouvelle  fomme  ~b , le  capital  a&uel 
que  nous  nommerons  a,  s’accroîtroit  chaque 
année  de  la  maniéré  qu’on  verra  : 
apres  1 an  — y 

après  i ans(^)*<j+^i+è, 

après  3 ans  £0’  »+  (£)**+  3 1 + *> 

après  4 + + 

+ GD  i + if 

après  * an s *+ ($"  i + QQ~ t 

+ 

Ce  capital  conlifte , comme  on  voit , en 
deux  parties , dont  la  première  = Q^)"  a * 
& dont  l’autre  prife  à rebours  forme  la  lërie 

*+=*+Ê)**+(s),*-K-G5rt 

Cette  fuite  eft  évidemment  une  progrelîion 
géométrique , dont  l’expofant  eft  égal  à ^ 

£e  4 


( 
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Nous  en  chercherons  donc  la  Tomme , en 

« * 

multipliant  d’abord  le  dernier  terme  ~'b 
par  l’expofant^  ; nous  aurons  (^)"j.Souf- 
trayant  enfuite  le  premier  terme  b , il  refte 
00"^ — b*  ^ diviTant  enfin  par  l’expofant 
moins  i , c’eft- à-dire  par  nous  trouve- 
rons la  Tomme  cherchée  = 20  Q^nb-zobi 

donc  le  capital  cherché  eft,  (^)*a“V'i0 

(H)" t— tol=  (i)”-(a+ioi)— ^ ioi- 

55*- 

Le  développement  de  cette  formule  exige 
qu’on  calcule  Téparément  Ton  premier  terme 
00”  . ( a -j-  20 b ) ; ce  qui  Te  fait  en  prenant 

Ton  logarithme , qui  eft  «L.  ^ + L.  ( a+iob ) -, 
car  le  nombre  qui  répond  à ce  logarithme 
dans  les  tables , Tera  ia  valeur  de  ce  pre- 
mier terme.  Si  l’on  Touftrait  enTuite  10b 
de  cette  quantité,  on  connoît  le  capital 
cherché. 
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5 5 *.  - V.  ' 

Queftion . Quelqu’un  a un  capital  de  1 000 
écus  placé  à cinq  pour  cent , il  y ajoure 
annuellement  1 00  ëcus  outre  les  intérêts , 
on  demande  la  valeur  de  ce  capital  au  bout 
de  vingt-cinq  ans  ? ' " 

Nous  avons  ici  a = 1000  j b— 100  ; n 
=25  ; voici  donc  le  plan  de  l’opération  : 

L.~  =0,021 189199. 
Multipliant  par  25  on  a 

15  L.^=°, 5297324750 
L(a-t-2o£)=3,477i2i3i35 

=4,00685  37885. 

Ainfi  la  première  partie  , ou  le  nombre 
qui  répond  à ce  logarithme  , eft  10 1 5.9,1 
écus , & fi  on  en  fouftrait  20  £ = 1 000  , 
on  trouve  que  le  capital  en  queftion  vau- 
dra , après  vingt-cinq  ans , 8 1 59,1  écus. 

5 53- 

Puis  donc  que  ce  capital  de  1 000  écus 
va  toujours  en  augmentant , & qu’après 


Digitized  by  Google 


44* 


E L é M E N 5 


vingt-cinq  ans  il  fe  monte  à 8159  ^écus, 
on  peut  faire  la  queftion , en  combien  d’an- 
nées il  montera  jufqu’à  1000000  écus. 

Soit  n ce  nombre  d’années , & puifque 
j 000 , 6=z  1 00 , le  capital  fera  au  bout 
de  n ans  : 

Q'  (3000) — 1000 , fomme  qui  doit  faire 
1 000000  d’écus  j de  là  réfulte  donc  cette 
égalité  ou  équation  : 

3 000  (»)* — 2000=  1000000. 
Ajoutant  des  deux  côtés  2000  , on  a 

3 000  Ci)  * = 1 °°  2000. 

Divifant  de  part  & d’autre  par  3000 , il 

vientGD*  = 334- 

Prenant  les  logarithmes , on  a n L J 
= L.  3 3 4 ; & divifant  par  L.  , on  ob- 

tient  n = L 1^.  Or  L.  334  = 2,5237463  , 

& L ^ = 0,021 18933  donc  n=  gggçj. 
Et  ii  l’on  multiplie  enfin  les  deux  termes 
de  cette  fra&ion  par  10000000 , on  aura 

*=-aîj8^,  ce  qui  fait  cent  dix:neuf  ans 
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un  mois  fept  jours , & c’eft-là  le  temps  après 
lequel  le  capital  de  i ooo  écus  fe  fera  accru 
jufqu’à  1000000  decus. 


5 54* 


Mais  fi  on  fuppofoit  que  quelqu’un , au 
lieu  d’augmenter  annuellement  fon  capital 
d’une  certaine  fomme  fixe , le  diminuât  en 
employant , chaque  année , une  certaine 
fomme  pour  fon  entretien , on  auroit  les 
gradations  fuivantes  pour  les  valeurs  de  ce 
capital  a , année  par  année , en  le  fuppofant 
placé  à 5 pour  cent , & en  entendant  par 
b la  fomme  qu’on  en  ôte  annuellement  : 

après  i an  , ^ a — b , 


après  i ans,  £t— b, 

après  j ans,  (H)’ a—  (H)’*— V,b— 1 
Ta)  «—(To)  b~\To) 

/»»\  L L 


b 


5 5 5- 

Ce  capital  confifte  donc  en  deux  parties , 
l’une  eft  , & l’autre  qui  doit  en  être 


Digitized  by  Google 


t 


444  E l é m e n s 

fouftraite  forme  , en  prenant  les  termes 
Cn  rétrogradant  , la  progreffion  géomé- 
trique fuivante  : • * 

^+0^+(S*-5+(S),i+...(=)“^ 

Nous  avons  déjà  trouvé  ci-deflus  la  fomme 
de  cette  progreflion  = 20  (g)"  b— 10b; 
û donc  on  fouftrait  cette  quantité  de 
on  aura  le  capital  cherché  y après  n aus  , 
— (M)*  (a — 20  b ) — j—  xq b. 

556. 

On  auroit  pu  tirer  auflr  cette  formule 
immédiatement  de  la  précédente.  Car  de 
même  qu’on  ajoutoit,  dans  la  fuppofition 
précédente  , annuellement  la  fomme  b , on 
. ôte  à\  prélènt  chaque  année  la  même 
fomme  b.  On  n’a  donc  qu’à  mettre  dans  la 
formule  précédente , par-tout  — b à la  place 
de  -|-  b.  11  faut  remarquer  principalement 
ici  que,  fi  10b  efi:  plus  grand  que  as  la 
première  partie  devient  négative , par 
conféquent  que  le  capital  va  toujours  en 
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diminuant.  Cela  fè  comprend  aifément , car 
fi  on  ôte  plus  du  capital  annuellement*  qu’il 
ne  s’y  joint  d’argent  en  intérêts , il  eft  clair 
que  ce  capital  doit  devenir  continuellement, 

4 lilli  t»  C * m ‘ 

plus  petit , & qu’à  la  fin  il  doit  même  le 
réduire  abfolument  à rien.  C’eft  ce  quenou^ 
allons  éclaircir  par  un  exemple. 

-,  :-..i  on  r ;•  1/-5  57^ib  - 

Quejîion.  Quelqu’un  a un  capital  de 
i ooooo  écus  placé  à 5 pour  cent  ; il  lui  faut 
chaque  année  6000  écus  pour  fonentte- 
tien  7 cela  fait  plus  que  les  intérêt»  de  fon 
argent,  Iefquels  ne  fe  montent  qu’à . 5000 
écus  ; par  Conféquent  le  capital  ira  toujours* 
en  diminuant.  On  demande  en  . cp^biien^ 
de  terqps  jl  s’évanouira  tout-à-fait1(  Suppp-* 
fons  ce.  nombre  d’années  =jza,t  £k  puifque, 
a==  1 ooooo  &é  = 6ooo,pqusfavpns  quei 
après  n ans.  la  valeur  du  capital  fcra?=. 

— ZOQQO  QI)n  -[-  n 0000  , ou  1 »oooo> 

— 20060  Ç£)  \ Ainfi  le  Capital  fe  réduira 
à zéro-, borique'  1000B 'Q£)n  fe  montera  à' 
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i xoooo  écus , ou  lorfque  20000  (— )*  éga- 
lera 1 10000.  Divifant  des  deux  côtés  par 
20000  , on  a (^)  " =6.  Prenant  les  loga- 
rithmes , on  a nL.^=L6.  Divifant  par 

L.  — , il  vient  n = ou  a 

= 7n 893  • Donc  n==j6  ans  8 mois  12 
jours , au  bout  duquel  temps  il  ne  reliera 
plus  rien  du  capital.  • ■ • - 

- 558. 


Il  fera  bon  de  faire  voir  auffi  comment , 
en  partant  des  mêmes  principes , on  peut 
calculer  les  intérêts  pour  des  temps  plus 
courts  que  des  années  entières.  On  fe  fert 

pour  cela  de  la  formule  a trouvée  plus 

haut , qui  exprime  la  valeur  d’un  capital 
placé  à 5 pour  cent  après  n années  } car  ft 
le  temps  efl  de  moins  d’un  an  , l’expofant 
n devient  une  fraélion  , & le  calcul  fe  fait 
par  les  logarithmes  comme  auparavant.  Si 
on  demandoit , par  exemple  , la  valeur  du 
capital  après  un  jour , on  feroit  n i 
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fi  c’eft  après  deux  jours , n = , & ainfi 

de  fuite. 

5 59- 

Soit  le  capital  a =100000  écus,  placé 
à j pour  cent , à combien  montera-t-il  en 
huit  jours  de  temps? 

Nous  avons  a = 1 ooooo , & n = ~ , par 

conféquent  le  capital  cherché  = (£)* 
i ooooo.  Le  logarithme  de  cette  quantité 
eft  = L.  (^)T^}  + L.  i ooooo  = ~ L-  — 

^ ' ' 365  ao 

+ L.  100000.  OrL.  ^ = 0,021  1893  -, 
multipliant  par  ~ on  a 0,0004644 
ajoutant  L.  1 ooooo  = 5 ,0000000 

La  forame  eft  =£=  5,0004644. 

Le  nombre  de  ce  logarithme  fe  trouve 
=1001 07.  Ainfi  dans  les  premiers  huit  jours 
les  intérêts  du  capital  font  déjà  1 07  écus. 


Dans  cette  matière  fe  préfentent  aufîi  les 
queftions  d’eftimer  la  valeur  préfente  d’une 
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fomme  d’argent  qui  ne  feroit  payable  que 
dans  quelques  années.  On  confidérera  que  , 
puifque  20  écus  émargent  comptant  mon- 
tent £ 2 1 écus  en  douze  mois , il  faut  que 

f • 1 / y • 

réciproquement  2 1 ecus  qu  on  ne  pourroit 
toucher  qu’au  bout -d’un  an,  ne  yalent 


actuellement  que  20  écus.  Si  donc  on 
exprime  par  a une  Tomme  dont  le  payement 
écherroit  au  bout  d’un  an , la  valeur  pré- 
fènte  de  cette  fournie  eft  ^ a.  Ainfi  pour 
trouver  combien  un  papitai  a , payable  feu- 
lement au  bout  d’un  certain  temps,  vau- 
droît  une  année  plutôt,  il  faudra  le  mul- 
tiplier par  ^ ; pour  trouver  fa  valeur  deux 
ans  availH'échéanCe  , on  fé  multipliera  par 
(~ T a i & en  général  fa  valeur , n ans  avant 

l’échéande  , s'exprimera  par  (^) n a. 

.... 

. , j f . m " ’n.  u>..  : 1 • ^ ^ 

- , .:-i. 

Suppofons  qu’un  hpmme  ait  à tirer  pen- 
dant cinq  années  cohfécutives  une  rente 
annuelle  de  C'eût  écus , &'  qu’il  veuille  la 
céder  pour  de  l'argent  comptant , en  trlmp- 


tant 
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tant  les  intérêts  à 5 pour  cent , fi  on  de- 
mande combien  il  doit  recevoir , voici 

comment  il  faudra  raifonner  : 

/ * 

Pour  100  écus  qui  échoient 
après  1 an  il  reçoit  9 $,239. 

apres  2 ans  — 90,704. 

après  3 ans  — 86,385. 

après  4 ans  — 82,272. 

après  5 ans 78,355. 

fomme  des  5 termes  43 2,9 5 5. 

Ainfi  le  pofleffeur  de  la  rente  ne  peut 
prétendre  en  argent  comptant  que  43  2,95  5 
écus , ou  1 298  livres  1 7 fous  3 j deniers. 

562. 

On  remarquera  que  fi  une  telle  rente 
devoit  durer  un  nombre  d’années  beaucoup 
plus  grand  , le  calcul , de  la  maniéré  que 
nous  l’avons  fait , deviendroit  très-pénible , 
voici  les  moyens  de  le  faciliter  : 

Soit  la  rente  annuelle  = a , commençant 
dès-à-préfent  & durant  n années , elle  vau- 
dra aôuellement  : 

Tome  /,  F f 
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^gd«+G9'h-c“)’h-gd4«-»- 

+ Gr)*a* 

Voilà  une  progreflion  géométrique  , & 
tout  fe  réduit  à en  trouver  la  fournie.  On 
multipliera  donc  le  dernier  terme  par  lex- 
pofant , le  produit  eft  foufirayanr 

le  premier  terme,  il  relie  a — 

divifant  enfin  par  l’expofant  moins  i , 
c’efl-à-dire , par  — ^ , ou , ce  qui  revient 
au  même , multipliant  par  — 1 1 , on  aura  la 
fomme  cherchée  = — 1 1 Q^y*'  a -f“ 1 1 a , 
ou  bien  , 21  a — 21  ( ^)"+ a > & ce  fécond 
terme  qu’il  s’agit  de  fouftraire , fe  calcule 
facilement  par  les  logarithmes. 


s 
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SECTION  QUATRIEME. 

* • * ' / • 

* - 

Equations  algébriques  , (S*  de  là 
réfolution  de  ces  Equations.  " 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  réfolution  des  Problèmes  en  général « 


L 


563. 


_!  E but  principal  de  l’Algebre  , ainfi  que 
de  toutes  les  parties  des  Mathématiques , 
eft  de  déterminer  la  valeur  de  quantités 
qui  auparavant  étoiènt  inconnues.  On  l’at- 
teint en  pefant  avec  attention  les  conditions 


preferites , lefquelles  s’expriment  toujours 
par  des  quantités  connues.  C’eft  aufli  pour- 
quoi oïl  définit  l’Algebre , la  fcience  qui  en - 
feigne  à déterminer  des  quantités  inconnues 


par  le  moyen  de  quantités  connues. 

Ff  a 
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564. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s’accorde 
aulïï  avec  tout  ce  qui  a été  expofé  jufqu’ici. 
Par-tout  on  a vu  la  connoiflance  de  cer- 
taines quantités  faire  arriver  à celle  d’autres 
quantités  qu’on  pouvoit  auparavant  regar- 
der comme  inconnues. 

L’Addition  en  offroit  d’abord  un  exem- 

• k « • 

pie.  Pour  trouver  la  fomme  de  deux  ou  de 
plusieurs  nombres  donnés , il  falloir  cher- 
cher un  nombre  inconnu  qui  fût  égal  à ces 
nombres  connus  pris  enfemble. 

Dans  la  Souftra&ion  on  cherchoit  un 
nombre  qui  fût  égal  à la  différence  de  deux 
nombres  connus. 

Une  multitude  d’autres  exemples  fe  font 
préfentés  dans  la  Multiplication  & dans  la 
■ ' Divifion , dans  l’élévation  des  puiflances 
& dans  l’extra&ion  des  racines } la  queftion 
fe  réduifoit  toujours  à trouver  , par  le 
moyen  de  quantités  connues,  une  autre 
quantité  inconnue  jufqu’alors. 
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565. 

Enfin  dans  la  derniere  fe&ion  nous  avons 
auflî  réfolu  différentes  queftions , où  ü 
s’agiffoit  de  déterminer  un  nombre  qui  ne 
pouvoit  être  conclu  de  la  connoifiance 
d’autres  nombres  donnés  que  fous  de  cer- 
taines conditions. 

Toutes  les  queftions  fe  réduifènt  donc 
à trouver  , par  le  fècours  de  quelques 
nombres  donnes , un  nouveau  nombre  qui 
ait  avec  ceux-là  une  certaine  connexion  ; 
& cette  connexion  fe  détermine  par  de  cer- 
taines conditions  ou  propriétés  qui  doivent 
convenir  à la  quantité  cherchée. 

5 66.  - 

Lorfqu’il  fe  préfente  une  queftion  à ré- 
foudre , on  indique  par  une  des  demieres 
lettres  de  l’Alphabet  le  nombre  cherché , 
& on  examine  enfuite  de  quelle  maniéré 
les  conditions  données  peuvent  former  une 
égalité  entre  deux  quantités  -,  cette  égalité 

Ff  J-' 
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qui  eft  repréfentée  par.,  une  efpece  de  for- 
mule qu’on  appelle  équation  , fert  enfuite 
à déferrïiirier  la  vàlèlit  dti  nombre  cherdhé, 
&■  par  conféquent  à réfoudre  la  quefhon. 
■31  arrive  quelquefois  qu’on  cherche  plu- 
sieurs nombres  ; on  lés  trouvé  pareillement 
paP  dés  'équations»-*-'  - ' 


. Expliquom-nousmieux  par  un  exemple', 
&?fuppofons  la. question  ou  le  problème  qui 
fuit  : t’u-  j;  ">  r,r' : i..’  : > - 

Vingt  perfonnes , hommes  & femmes , 
mangent  dans  une  'auberge  ; l’écot  d’un 
homme  efb8  fous, icehai  (furie  femme  eft 
7 fous } & la  dépenfe  totale  fe  monte  à 7 liv. 

5 fous  : on  demandé  lë  nombre  des  hommes 

éelùi  des  femmes#  - ,j 
* On  fuppofera  ,J  pour  réfoudre  cette  ques- 
tion , que  le  nombre  des  hommes  foit  = x t 

6 regardant  maintenant  ce  nombre  com me 
connu , on  procédera  de  la  même  ma* 
niere  que  fi  on  youloit  faire  la  preuve  6c 

/ 
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voir  fi  ce  nombre  fàtisfait  à la  queftion. 
Or  le  nombre  des  hommes  étant  =x , & 
les  hommes  & les  femmes  faifant  enfemble 
vingt  perfonnes , il  eft  facile  de  déter- 
miner le  nombre  des  femmes , on  n’a  qu’à 
fouftraire  de  26  celui  des  hommes  , c’efl- 
à-dire  que  le  nombre  des  femmes  = 20 
— x. 

Mais  un  homme  dépenfé  8 fous , donc 
x hommes  dépenfent  8x  fous. 

Et  puifqu’une  femme  dépenfé  7 fous, 
20 — x femmes  auront  dépenfé  140— -7X 
fous. 

Ainfi  ajoutant  enfemble  8x  & 1 40 — yx , 
on  voit  que  toutes  les  20  perfonnes  auront 
dépenfé  4 40-j-xfotis.  Or  on  fait  d’avance 
combien  elles  ont  dépenfé  , favoir  7 liv. 
5 fous  , ou  145  fous  ; il  faut  donc  qu’il  y 
ait  égalité  entr?  1 4o-|-x  & 1 45,  c’eft-à-dire 
qu’on  ait  l’équation  i40-j-x=:i.i5  , & de 
là  on  tire  facilement  x=zj. 

Donc  l’écot  étoit  de  5 hommes  & de 
1 5 femmes.  '*  1 ■ ■"  . * 

Ff  4 
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568.  • 

Autre  quejlion  de  la  même  efpece. 

Vingt  perfonnes,  hommes  & femmes, 
fe  trouvent  dans  une  auberge  j les  hommes 
dépenfent  24  florins,  & les  femmes  autant, 
& il  fe  trouve  qu’un  homme  a dépenfé 
. 1 florin  de  plus  qu’une  femme j on  demande 
. combien  il  y avoit  d’hommes  & combien 
de  femmes? 

Soit  le  nombre  des  hommes  = x , 
celui  des  femmes  fera  =10  — x. 

Or  ces  x hommes  ayant  dépenfé  24 
florins,  l’écot  de  chaque  homme  eft  de 
j-  florins. 

De  plus  les  20 — x femmes  ayant  auffi 
dépenfé  24  florins , l’écot  de  chaque  femme 
eft  ~~x  florins. 

Mais  on  fait  que  cet  écot  d’une  femme 
eft  d’  un  florin  plusj  petit  que  celui  d’un 
homme  ; fl  donc  on  fouftrait  1 de  l’écot 
d’un  homme  , il  faut  qu’on  obtienne  celui 
d’une  femme , & par  conféquent  que  7 
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— I=^ï*  Voilà  donc  l’équation  de  la- 
quelle il  s’agit  de  tirer  la  valeur  de  x ; on 
ne  trouve  pas  cette  valeur  avec  la  même 
facilité  que  dans  la  queftion  précédente } 
mais  on  verra  dans  la  fuite  que  #=8  , & 
cette  valeur  fatisfait  en  effet  à l’équation } 
car  ^ — i=n  renferme  l’égalité  i=i. 

569. 

On  voit  bien  à quel  point  il  eft  effentiel , 
dans  tous  les  problèmes , de  pefer  avec 
attention  toutes  les  circonftances  de  la 
queftion  , afin  d’en  déduire  une  équation  , 
en  exprimant  par  des  lettres  les  nombres 
cherchés  ou  inconnus.  Tout  l’art  confifte 
enfuite  à réfoudre  ces  équations  pour  en 
tirer  les  valeurs  des  nombres  inconnus , & 
c’eft  de  quoi  nous  nous  occuperons  dans 
cette  feétion. 

57°* 

Nous  avons  à remarquer  d’abord  une 
diverfité  qui  réfide  dans  les  queftions  eiles- 

1 
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mêmes.  Dans  quelques-unes  on  ne  cherche 
qu’une  feule  quantité  inconnue , dans  d’au- 
tres on  en  cherche  deux  ou  pîufîeurs  ; &il 
faut  obferver  dans  ce  dernier  cas  qu’il  faut, 
pour  les  déterminer  toutes , pouvoir  dé- 
duire des  circondances  ou  des  conditions 
du. problème  , autant  d’équations  qu’il  y a 
d’inconnues. 

• 1 

■ « r 

j • . • . 

On  a déjà* pu  s’appercevoir  qu’une  équa- 
tion confide  en  deux  membres  qu’on  fépare 
par  le  ligne  d’égalité , == , pour  indiquer 
que  ces  deux  quantités  font  égales  l’une  à 
l’autre.  On  ed  obligé  fouvent  de  faire  fubir 
bien  des  transformations  à ces  deux  mem- 
bres, afin  d’en  déduire  la  valeur  de  la 
quantité  inconnue  y mais  ces  transforma- 
tions cependant  doivent  toutes  fe  fonder 
fur  ce  que  deux  quantités  égales  relient 
égales , foit  qu’on  leur  ajoute  ou  qu’on  en 
retranche  des  quantités  égales  , foit  qu’on 
les  multiplie  ou  qu’on  les  divife  par  un  même 
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nombre^  (bit  qu’on  les  éleve  toutes  deux 
à la  même  puiffance  , ou  qu’on  en  extraie 
les  racines  d’un  même  degré , foit  enfin  que 
l’on  prenne  les  logarithmes  de  ces  quan- 
tités , comme  nous  l’avons  déjà  pratiqué 
dans  la  feêtion  précédente. 


572. 

Les  équations  qu’on  réfout  le  plus  faci- 
lement , font  celles  où  l’inconnue  ne  pafTe 

• ‘t,rr  • - ■'  , • , r • 

pas  la  première  puiilance  apres  qu  on  a mis 
les  termes  de  l’équation  en  ordre , & on 
les  appelle  équations  du  premier  degré.  Mais 
lorfqu’ayant  réduit  &:  ordonné  une  équa- 
tion , on  y ^rçncpptre  le  quarré  ou  la 
féconde  puiffance  de  l’inconnue , on  a une 
équation  du  fécond  degré  , qui  efl  déjà  plus 

difficile  à réfoudre.  Enfuite  viennent  les 

.y  > <•  ■.  ~ i • ;•  , > : « 

équations  du  troïfieme  degré  , qui  renferment 
le  cube  de  l’inconnue,  & ainfi  de  fuite. 
Nous  traiterons  de  toutes  dans  cette  feétion. 


' ..  • f\\l  . 


4 j t • 
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CHAPITRE  IL 

De  la  rcfolution  des  Equations  du  premier 
' degré . 

573- 

Lorsque  le  nombre  cherché  ou  inconnu 
eft  indiqué  par  la  lettre  x , & que  l’équa- 
tion qu’on  a obtenue  eft  telle  que  l’un  de 
fes  membres  renferme  fimplement  cet  x , & 
l’autre  purement  un  nombre  connu , comme , 
par  exemple,  x=i 5 , la  valeur  cherchée 
de  x eft  toute  trouvée.  C’eft  donc  à parvenir 
à une  telle  forme  qu’il  faut  toujours  faire 
fes  efforts  , quelque  compliquée  que  foit 
l’équation  qu’on  à trouvée  d’abord.  Nous 
donnerons  dans  la  fuite  les  réglés  qui  ren- 
dent ces  réduétions  plus  faciles. 

. -V. . s:;  ï:  5 7 4* 

Commençons  par  les  cas  les  plus  /impies , 
& fuppofons  d’abord  qu’on  foit  parvenu  à 
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l’équation  -*•—[— 9=1 6 , on  voit  fur  le  champ 
que  x=rj.  Et  en  général  fi  on  a trouvé 
x-\ -a=b  , où  a & b fignifient  des  nombres 
quelconques , mais  connus , on  n’a  qu’à 
fouflraire  a de  l’un  & de  l’autre  membre , 
& on  obtient  l’équation  x=b — a , qui 
indique  la  valeur  de  x . 

575- 

Si  l’équation  trouvée  eft  x — a-=.b , on 
ajoutera  des  deux  côtés  a , & on  aura  la 
valeur  cherchée  de  x—b-\  a. 

On  procédera  de  même  , fi  la  première 
équation  a cette  forme  , x — a—aa-\-i  } 
car  on  aura  fur  le  champ  x=aa-\-a-{-t. 

Cette  autre  équation,  x — 8a=io — 6a, 
donne  x~zo — «6a-f~8a  ? 0u  x=.io-\-ia. 

Et  celle-ci,  x-\-6a=zio-\-}a  , donne  x 
= 20-j-3<i — 6a,  ou  x=zio — ja. 

576. 

Si  l’équation  primitive  a cette  forme, 
x—a-\-b=c  , on  peut  commencer  par  ajou- 
ter de  part  & d’autre  a , on  aura  x+b=c+as 
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& en  fouftràyant  enfuite  b des  deux  côtés , 
on  trouvera  x^=c-\-a — ■£.  Mais  on  peut 
aulfi  ajouter  d’abord  -f -a — b de  part  & 
d’autre  ; on  obtient  par-là  fur  le  champ 

X~C-\-<2 — b. 

Ainfi  dans  les  exemples  fuivans 
Si  x — 2a-|-3^=o*,  on  a x=ia — yb. 

Si  x — 3a-|-2^=2  5-|-a-j-2^,  on  a x=ij 

Si  x — 9-|“6<£=25-{-2a , on  a *,=34— 4a. 

577- ' 

Quand  l’équation  trouvée  a la  forme 
ax—è , on  divife  feulement  les  deux  mem- 
bres par  a , &ona^=a-  Mais  Ci  réqüà- 
tion  eft  de  la  forme  ax-\-b — c=d,  il  faudra 
d’abord  faire  dilparoître  les  termes  qui 
accompagnent  ax , en  ajoutant  de  part  & 
d’autre — & après  cela,  en  divifant 
par  a la  nouvelle  équation  ax=.d — b-\-c , 

d-b  + c ■ • » 

on  aura  *==  — 7^-.  • . v. 

On  auroit  trouvé  la  même  choie  en  fouf* 
trayant  -| -b — s de  l’équation  donnée  $ ori 
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auroit  eu  pareillement  ax=d — b-\-c  3 & 
x= En  conféquence  de  cela 
Si  xx- )— 5 =17 ^ on  a ix=n  , & x—6. 

Si  3 at— -8=7  , on  a 3.x— 1 5 , & x— j.  , 
Si  4X — 5 — 3<z  = i 5— 9«z , on  a 4x=io 

-[-1  la , & par  confcquent  x=j-|-3a. 

578- 

Quand  la  première  équation  aura  la 
forme  - = b , on  multipliera  des  deux  côtés 
par  a , pour  avoir  x~ab. 

Mais  fi  Ton  a *-  -| -b — c=d  , il  faudra 
d’abord  faire  x-  —d — b-\-c  , après  quoi  on 
obtiendra  x—{d — b-\-c)a=ad — ab-\-ac. 

Soit  *-  x — 3=4  , on  a | x=y  , & x 
= 14. 

Soit^-x — i4-2«=3+a,  on  aura  - x=4 
— a , & x=  1 1 — 3 a . 

Soit—  — i=a,  on  aura  — =æ-4-i  , & 

fl- 1 * fl-l  I » 

x=aa — 1. 

Î79- 

Quand  on  eft  parvenu  à une  équation , 
comme  ~z=sct  on  multiplie  d’abord  par 
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b y afin  d’avoir  ax=bc , & divilant  enfuite 


par  » , 


b c 


a * on  trouve  . 


Que  fi  y — c=i,  on  commenceroit  par 
donner  à l’équation  cette  forme  y =i+c, 
après  quoi  on  parviendroit  à la  valeur  de 
ax=J?d-\-bc  y & à celle  de  x=  id±tïm 
Suppofons  ~ *—4=  1 , nous  aurons  j 

x =5 , & ix=if  j donc  x—  y ou=71-. 

Si  J at  — y = 5 , nous,  avons  ~ * = 5 — \ 
c=  J i donc  3 jc = 1 8 , & x=6. 

580. 


Confidérons  à prélent  le  cas , qui  peut 
arriver  fréquemment , où  deux  ou  plufieurs 
lermes  contiennent  la  lettre  x , foit  dans 
un  feul  membre  de  l’équation , foit  dans 
tous  les  deux. 

Si  ces  termes  font  tous  du  même  côté, 
c’eft-à-dire  dans  un  fèul  membre  , comme 
dans  l’équation  jc-}-  y jc  -J—  5 = 1 1 , on  a 
x-\-~  *=<> , & 3*=n , & enfin  *=4* 

Soit 
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Soit  x * = 44  , & qu*on  de- 

mande la  valeur  de  x : fi  on  multiplie 
d’abord  par  3 , on  a *=13  2 * mul- 

tipliant enfuite  par  2,  on  a 1 1^=264; 
donc  x=i4.  On  auroit  pü  procéder  plus 
brièvement,  en  commençant  par  réduire 

les  trois  termes  qui  renferment  x , au  feul 
• » « ‘ t “ * 

terme  jc  & divifant  enfuite  par  1 1 1 équa- 
tion-^-^=44,  on  auroit  eu  l-x=4,  donc 
*=* 4*  / 

Soit  — - x 4-- x =1 , on  aura,  en  ré- 

J*  - 4 r 1’  ^ 7 ' 

duifant.,  x=zi  \ , . . 

• 11  •.  ■ _ 5 • 1 — • 

Soit , plus  généralement , <ijc  — bx-^-cx 
z=zd,  c’eft  comme  fi  on  ayoit  (a — b- jrc) 
x—d,  d’où  l’on  tire  jc=  -4 — . 

7 a-b+t  . • , 

; - v 1. . v • 

î.8i, 

Lorfqu’il  fe  trouve  des  termes  renfer-7 

* I . ; I • J ' 

mant  jc  dans  l’un  & l’autre  membre  de 
l’équation,,  on  commencera  par  faire  dîf-> 
paroître  ces  termes  du  côté  où  cela  eft  plus> 
facile  , c’eft-à-dire  toù  il  y en  a le 
Tome  1,  G g 


Digilized  by  Google 


Si  on  a,  par  exemple  , l’équation 

10,  il  faudra  fouftraire  d’abord  x 
des  deux  côtés , on  aura  îx  -j- 2=  i o j donc 
2^r=8 , & *=4. 

Qu’on  ait  ^r-J-4— 10 — x>  H eft  dâir  que 
2x-\~4=io  -,  & par  conféquent  ix=i6t 
& x=8. 

Soit  x-v 8=31 — 3*,  on  aura  4*4-8=32; 
enfuite  4*=  24 , & x=6. 

Soit  15  — *=20 — îx,  on  aura  1 5-}-* 
= 20 , & *=5. 

Soit  i-f-  x=z  5 — ~ x , on  aura  1 -[-  \ x 
3=  5 ; après  cela  \ *=4  ; 3 a:  = 8 5 enfin 


c:  1 1 1 * ■'  1 

01  - — - *=- — - x , on  ajoutera-*, 

cela  donne  = ~ -|-  ~ x y fouftrayant  ~ , il 

refte ; & multipliant  par  n,  on 
obtient  x=  2. 

. , on  ajoute  jx, 

cela  donne  1 i = i-f-  | x.  Souftrayant  ~9 
on  a \ x=i  - , d’où  l’on  tire*=!  - = - , 
çn  multipliant  par  6 , & en  diyifantjoar  7. 
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J 82. 

Si  on  eft  parvenu  à une  équation  où  le 
nombre  inconnu  * eft  un  dénominateur , il 
faut  faire  difparoître  la  fraélion  , en  multi- 
pliant toute  l’équation  par  ce  dénominateur* 

Suppofons  qu’on  ait  trouvé  ~ — 8=12, 

on  ajoutera  d’abord  8 , & on  aura  ~=zo 
multipliant  enfuite  par  x , on  a 1 00=20*  ; 
& diviiànt  par  20 , on  trouve  *=5. 

Soit  ^ = 7. 

Si  on  multiplie  par* — 1 ,on  a 5 *-{-3=7* 
— 7* 

Souftrayant  5*,  il  refte  3=2* — 7. 
Ajoutant  7 , il  vient  2*=  10.  Donc  *=j. 

583. 

Quelquefois  aufli  on  rencontre  des  lignes 
radicaux  , & l’équation  ne  laiffe  pas  d’ap- 
partenir au  premier  degré.  Par  exemple  , 
on  cherche  un  nombre  * au-deffous  de  100 , 
& tel  que  la  racine  quarrée  de  ioo~* 
devienne  égaie  à 8 , ou  \/(  100 — *)  = 8, 

Gg  2 
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on  prendra  des  deux  côtés  le  quarré  100 
— *=64  , & en  ajoutant  x on  aura  100 
= 6 4 + x,  d’oà  l’on  tire  x=  1 00 — 64=36. 

On  pourroit  auffi , puifque  1 00—  *=64, 
fouftraire  100  de  l’un  & de  l’autre  membre} 
on  auroit — x= — 36,  & en  multipliant 


par  — 1 , *=36. 

584. 


Quelquefois  enfin  le  nombre  inconnu  x 
fe  trouve  dans  l’expofant , nous  en  avons 
vu  des  exemples  plus  haut , & il  faut  alors 
avoir  recours  aux  logarithmes. 

Ainfi , quand  on  a 2* =5 1 1 , on  prend 
des  deux  côtés  les  logarithmes  ; on  a xL.  v 
=L.  ç 1 2 en  divifant  par  L.  2 , on  trouve. 
x = Les  tables  donneront  donc 


2,7002700  * 270927  

X — ~~~  = ~rr  OU  ^=0. 
— 30103  y 


0,3010300 


Soit  5 .3**— 7 100=  305  , on  ajoutera 
100;  cela  fait  5. 3**  ="405  } divifant  par 
5 , on  a 3“  = 81  } prenant  les  logarithmes 
2*L.  3=L.8i  , & divifant  par  2L-3,ona 

L.  Si  L.8i 

x: 


L.8i- 


190848^50 


STJ0UJC  = XT 


donc  * = 


:Z. 


•w- 


Digitized  by  Google  ’ 


D*  A L G E B R E, 


4<>9 


CHAPITRE  III. 

De  la  folution  de  quelques  que  fiions  relatives 
au  Chapitre  précédent . 

585.  - 

P rem  1ERE  Question.  Partager  7 en 
deux  parties , telles  que  la  plus  grande  fur- 
paffe  de  3 la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  ==*■ , la  plus 
petite  fera  = 7 — x ; il  faut  donc  que  x 
= 7 — jc  3 , ou  = 1 o — xj  ajoutant  x , 
on  a z*=i  o j & divifant  par  1 , le  réful- 
tat  eft  x=^. 

Réponfe.  La  plus  grande  partie  eft  5 , & 
la  plus  petite  eft  1. 

Seconde  quejlion . On  propofe  de  par- 
tager a en  deux  parties  , de  façon  que  la 
plus  grande  fuFpafle  de  b la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  = x , l’autre 
fera  a — x j ainfî  x=a — x-\-b  j ajoutant 

Gg  3 
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x , on- a ix  — a-\-b;  & divifant  pari, 

a+b 

x=~. 

Autre  folution.  Soit  la  plus  grande  partie 
z=zx  ; comme  elle  eft  plus  grande  de  b que 
la  plus  petite , il  eft  clair  que  celle-ci  eft 
de  b plus  petite  que  l’autre,  &=* — b. 
Or  ces  deux  parties , prifes  enfemble , doi- 
vent faire  a,-  il  faut  donc  que  ix — b=a; 
ajoutant  b , on  a tx=a-\-b  ; donc  x=-a—y 
c’eft  la  valeur  de  la  plus  grande  partie, 
& celle  de  la  plus  petite  fera  ~ — b ou^ 

4 b a-b 

— -,  ou—, 

2 ' 2, 

586. 

Troifieme  queflion . Un  pere  qui  a trois 
fils , leur  laifle  1 600  écus.  Le  teftament 
porte  que  l’aîné  aura  200  écus  de  plus  que 
le  puîné,  & que  celui-ci  aura  100  écus 
de  plus  que  le  cadet.  On  demande  quelle 
fera  la  portion  de  chacun  ? 

Soit  la  portion  du  troifieme  fils  = *; 
celle  du  fécond  fera  — x + 1 00,  & celle  du 
premier  = *-[-300.  Or  on  fait  que  ces  trois 
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portions  font  enfèmble  1600  écus.  On  a 

donc  3* -(-400  =1600 
3 x =1200 
& x = 400. 

Réponfe.  La  part  du  cadet  eft  400  écus  , 
celle  du  puîné  eft  500  écus,  & celle  de 
Taîné  eft  700  écus.  » 

587. 

Quatrième  quejlion.  Un  pere  laifTe  quatre 
fils  & 8600  liv.  ; luivant  le  teftaraent  la  part 
de  Taîné  doit  être  double  de  celle  du  fé- 
cond , moins  1 00  liv. } le  fécond  doit  rece- 
voir trois  fois  autant  quele  troifieme , moins 
200  liv.  ;&  le  troifieme  doit  recevoir  quatre 
fois  autant  que  le  quatrième  , moins  300  1. 
Ont  demande  quelles  font  les  portions  de 
ces  quatre  fils  ? Nommons  x la  portion  du 
cadet; -celle  du  troifieme  fils  fera =4* 
— 300;  celle  du  fécond  = 12* — iioo, 
& celle  de  l’aîné  — 24* — 2300.  La  fommô 
de  ces  quatre  parts  doit  faire  8600  liv.  On 
a donc  l’équation  4 1 x — 3700=8600,  ou 
4i*=i230o,  & #=300. 

G g 4 
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Réponfe.  Il  revient  au  cadet  300  livres, 
au  troifieme  fils  900  livres , au  fécond  2500 
livres , & à l’aîné  4600  livres. 

r-  : : * 

Cinquième  queflion . Un  homme  laifle 
11 000  écus  à partager  entre  fa  veuve, 
deux  fils  & trois  filles.  Il  veut  que  la  mere 
reçoive  deux  fois  la  portion  d’un  fils , & 
qu’un  fils  reçoive  deux  fois  autant  qu’une 

fille.  On  demande  combien  il  revient  à ces 

* * •»/... 

perfonnes  féparément? 

Suppofons  la  portion  d’une  fille=* , celle 
d’un  fils  eft  par  conféquent  = ix , & celle 
de  la  veuve  = 4X  ; tout  l’héritage  eft  donc 
$x-\-4x-\~4x  i ainfi  1 ix=  1 1000 , & x 
.=  1000. 

Réponfe.  Une  fille  tire  1000  écus , . 

ainfi  toutes  les  trois  reçoivent  3000  écus. 
JJn  fils  tire  1000  écus  , 

; ainfi  les  deux  fils  reçoivent  4000 
La  mere  reçoit  — — — 4000 

. - . , fomme  1 1 000  écus. 
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Sixième  quejlion.  Un  pere  veut  par  Ton 
teftament , que  Tes  trois  fils  partagent  Ton 
bien  de  la  maniéré  fuivante  : L’aîné  reçoit 
1000  écus  de  moins  que  la  moitié  de  tout 
l’héritage  , le  fécond  reçoit  800  écus  de 
moins  que  le  tiers  de  tout  le  bien  ; & le 
troifieïne  reçoit  600  écus  de  moins  que  le 
quart  du  bien.  On  demande  à quelle  fomme 
fe  monte  l’héritage  entier , & quelle  ell  la 
part  de  chaque  héritier  ? 

1 • • 

Exprimons  l’héritage  par  x : ' 

la  part  du  premier  fils  ell  J x — 1 000 
celle  du  fécond  \x~~  800 

celle  du  troifieme  - x — 600 

Ainfi  les  trois  fils  enfemble  tirent  J-  x 4-^ 
x-\-'-x — 1400,  & cette  fomme  doit  être 
égalé  à x i on  a donc  l’équation  ^ x — 2 400 
= x.  . 

Souftrayant  x , il  relie  — 2400=0. 
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Ajoutant  2400,  on  a^x=i400.  Multi- 
pliant enfin  par  1 1 , le  produit  eft  x éga- 
lant 28800. 

Réponfe.  L’héritage  eft  de  28800  écus,& 

l’aîné  des  fils  reçoit  1 3 400  écus. 

le  puîné  — — — — 8800 

le  cadet 6600 

• ————— 

tous  trois  enfemble  28800  écus. 

590.' 

Septième  queftion.  Un  pere  laifle  quatre 
fils , qui  partagent  Ton  bien  de  la  maniéré 
qui  fuit: 

Le  premier  prend  la  moitié  de  l’héritage , 
moins  3000  livres. 

Le  lècond  prend  le  tiers , moins  1 000 1. 

Le  troifieme  prend  exa&ement  le  quart 
du  bien. 

Le  quatrième  prend  600  livres , & la 
cinquième  partie  du  bien. 

De  combien  étoit  l’héritage , & combieil 
chaque  fils  a-t-il  reçu  ? 
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Soit  l’héritage  total = x : 

l’aîné  des  fils  aura  ■ \x — 3000 

le  puîné  — jx — 1000 

le  troifieme ^ x 

le  cadet  — — — y x -J-  600 
Tous  les  quatre  auront  reçu^jr-f 
x-\-jX  — 3400 , ce  qu’il  faut  égaler  à x , 
d’où  réfulte  l’équation  g x — 3 400=*  ; 
fouftrayant x , on  â g x — 3 400=0 ; 
ajoutant  3400,  on  a g *=3400  $ 
divifant  par  1 7 , on  a g x—ioo  ; 
multipliant  par  60  , on  a =12000. 
Réponfe.  L’héritage  étoit  de  't  2000  liv. 


le  premier  fils  en  a pris  3000 

le  fécond  — 3000 

le  troifieme 3000 

le  quatrième 3000 

591. 


Huitième  quefiion.  Trouver  un  nombre 
tel  que , fi  on  y ajoute  fa  moitié , la  fomme 


Digitized  by  Google 


476  E L É M E us 

furpafle  60  d’autant  que  le  nombre  lui- 
même  eft  au-deflous  de  65. 

Soit  ce  nombre  ==  x , il  faut  que  x - 
x — 60—6  5 — x , c’eft-à-dire  \ x — 60=6  5 

— x> 

• ajoutant  x , on  a \ x — 60=65} 
ajoutant  60 , on  a \ jc=  1 2 5 } 
divifant  par  5 , on  a 7 *=  25  ; 

multipliant  par  2 , on  a x=  50. 
Réponfe . Le  nombre  cherché  eft  50. 

5 92* 

Neuvième  quejlion.  Partager  3 2 en  deux 
parties  telles  que  , fi  je  divife  la  moindre 
par  6 , & la  plus  grande  par  5 , les  deux 
quotiens  pris  enfemble  faftent  6. 

Soit  la  plus  petite  des  deux  parties  cher- 
chées = x } la  plus  grande  fera  = 32  — x ; 
la  première , divifée  par  6 , donne  | j la  fé- 
condé , divifée  par  ç-y  donne  ; or  il 
faut  que  Ainfi  multipliant  par 

5 , on  a l jr-j-32 — *=30 , ou — ^4-31 
= 30. 
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ajoutant  *- x , il  vient  3i=jo-}-ÿ*> 
fouftrayant  } o , il  refte  1 = ~ x ,• 

/ 

- multipliant  par  6 , on  a * r=  1 2. , 
Réponfc.  Les  deux  parties  font  : la  plus  pe- 
tite = 1 2 i la  plus  grande  = 20. 

. 5 93* 

Dixième  quejlion . Trouver  un  nombre 
tel  que , Ci  je  le  multiplie  par  5 , le  produit 
foit  autant  au-deffous  de  40 , que  le  nom- 
bre lui-même  eft  au-deffous  de  1 2.  Je  nom- 
merai ce  nombre  x , il  eft  au-deflous  de 
1 2 de  1 2— -jc  prçnant  le1  nombre  jc  cinq 
fois,  j’ai  5 jc,  ce  qui  éft  moindre  que  40 
de  40 — cettè  quantité  doit  être  égale 
à 12 — x.  t “ 

J’ai  donc  40 — 5 #£=(12 — x; 
ajoutant  5 x , j’ai  40  = 1 2 -f-  4JC  ; - 
fouftrayant  12,  fai  t&=4x  ; 
divifant  par  4 , j’ai  **=27.3  nombre  cher- 
chée [ '' 


1 _ j ; . .ri. 


t 
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594- 

Onzième  Quejîion,  Partager  25  en  deux 
parties , telles  que  la  plus  grande  contienne 
49  fois  la  plus  petite. 

Soit  cette  derniere =x,  la  plus  grande 
fera—  25  — x.  Celle-ci  divifée  par  celle-là 
doit  donner  le  quotient  49  j on  a donc 

— =49. 

Multipliant  par  x , on  a 2 5 — *=49*  ,• 

ajoutant*, 25  = 50*; 

Divifant par  ç o , — * =[, 

Réponfe.  La  plus  petite  des  deux  parties 
cherchées  eft  £ , & la  plus  grande  eû  14'-, 
divifant  celle-ci  par  j , ou  multipliant  par 
2 , on  trouve  49. 

- 595- 

Douzième  queftion . Partager  48  en  neuf 
parties , de  façon  que  l’une  foit  toujours  de 
-plus  grande  que  la  précédente. 

Soit  la  première  & la  plus  petite  partie 
=*,  la  fécondé  fera=*-J-^,  la  troifienie 
*=*-£-1  , &c. 


Digitized  by  Googlel 


Dy  A L G E B R E,  479 

Or  ces  parties  formant  une  progreffioa 
arithmétique , dont  le  premier  terme  =x  % 
le  neuvième  & dernier  terme  fera  =x  + 4* 
Ajoutant  ces  deux  termes  enfemble  , on  a 
ix  + 4 ; multipliant  cette  quantité  par  le 
nombre  des  termes , ou  par  9 , on  a 1 Sx 
-H6}  & divifant  ce  produit  par  2,0» 
obtient  la  fomme  de  toutes  les  neuf  parties 
=9*-}-  18  , & qui  doit  équivaloir  à 48. 
On  a donc  yx  -j- 1 8 = 48  ; 

iouflrayant  18  , il  refte  9*  = 30  3 

& divifant  par  9 on  a *=3-. 

Réponfc,  La  première  partie  eft  3 j , & 
les  neuf  parties  fe  fuivent  dans  l’ordre  que 
voici  : 

12343  \6  78  9 

3j+3l+4*- 3 j+5  |+6j+6|+7j. 
Toutes  enfemble  font  48. 

596. 

Treizième  quefiion . Trouver  une  progtef- 
fion  arithmétique  , dont  le  premier  terme 
5 , le  dernier  = io , & la  fomme  ==.  60. 
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Nous  ne  connoiflbns  ici  ni  la  différence 
ni  le  nombre  des  termes  , mais  nous  favons 
que  le  premier  & le  dernier  terme  nous 
fuffiroient  pour  exprimer  la  fomme  de  la 
progreflion  , fi  feulement  le  nombre  des 
termes  étoit  donné.  Nous  fuppoferons  donc 
ce  nombre = x , & la  fomme  de  la  pro- 
greffion  s’exprimera  par  — 5 or  nous  (avons 
d’ailleurs  que  cette  fomme  eft  60  \ ainit 

Maintenant , puifque  le  nombre  des 
termes,  ell  8 , fi  nous  fuppofons  la  diffé- 
rence = ^ ^ il  ne  s’agit  plus  que  de  chercher 
le  huitième  terme  dans  cette  fuppofirion , &: 
de  le  faire  — 1 o.  Le  fécond  terme  eft  5 -J-  r ; 
le,  troifieme.  eft  , &, le  huitième  eft 

5+7{>ainfi 

5+7î=>°' 

• * t- 

7Î=  5 

& 

Réponfe.  La  différence  de  la  progreflion 
eft  L,  & le  nombre  des  termes  eft  8 , & 
par  conféquent  la  progreflion  eft  * 

--  1 
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123456.78 

5+5^  + <Sf+7f+77  + 8f  + 9^+i<*> 
dont  la  fomme  — 60. 

597- 

1 . « 

Quatorzième  quejlion.  Je  cherche  un 

nombre  tel,  que  fi  du  double  de  ce 
nombre  je  fouftrais  1 , & que  je  double  le  * 
refte  , qu’enfuite  je  fouftraie  2 , & que  je 
divife  le  refie  par  4 , le  nombre  réfultant 
de  ces  opérations  foit  de  1 plus  petit  que 
le  nombre  cherché. 

Je  iuppoferai  ce  nombre  = x ; le  double 
eft  2 x } fouftrayant  1 , il  refte  ix  — 1 $ 
doublant  ceci , j’ai  4 x — 2 ; fouftrayant  2 , 
il  me  refte  4X  — 4 $ divifant  par  4 , il  me 
vient  x — 1 j & c’eft  ce  qui  doit  être  d’une 
unité  plus  petit  que  x ainfi 

Mais  voilà  ce  qu’on  nomme  une  équa- 
tion identique  ; elle  indique  que  x n’eft  pas 
du  tout  déterminé  , & qu’on  peut  prendre 
à fa  place  un  nombre  quelconque  à volonté. 

Tomt  1%  H h 


\ 
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598. 

Quinzième  quejlion.  J’ai  acheté  quelques 
aunes  de  drap  à raifon  de  7 écus  pour  5 
aunes , j’ai  revendu  de  ce  drap  à raifon  de 
11  écus  pour  7 aunes,  & j’ai  gagné  100 
écus  fur  le  tout  : on  demande  combien  il 
y avoit  de  drap  ? 

Suppofons  qu’il  y en  ait  eu  x aunes  ; 
il  faudra  voir  d’abord  combien  l’emplette 
a coûté  } cela  fe  trouve  par  la  réglé  de 
trois  fuivante  : 

Cinq  aunes  coûtent  7 écus  5 que  coûtent 
x aunes?  Réponfc , ^ x écus. 

Voilà  ma  dépenfe.  Voyons  à préfent 
quelle  eft  ma  recette  ; il  faudra  faire  la 
réglé  de  trois  qui  luit  : Sept  aunes  me  valent 
11  écus , combien  me  rapportent  x aunes? 
Rêp . j x écus. 

Cette  recette  doit  furpafler  de  1 00  écus 
la  dépenfe  ; on  a donc  cette  équation  : 

tix=jX+iooi 

fouftrayant 7- x,  il  relie  £ x=ioo  ; 
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donc  6x=$ 500  , & jr  = 5 83  j. 

Réponfe.  Il  y avoit  583  I aunes qui  ont 
été  achetées  pour  816^  écus , & revendues 
ènfuite  pour  916^  écus , moyennant  quoi 
le  profit  a été  de  100  écus. 

599- 

Seizième  quejlion.  Quelqu’un  acheté  1 2 
pièces  de  drap  pour  140  écus.  Deux  font 
blanches,  trois  font  noires  & fept  font 
bleues.  Une  piece  de  drap  noir  coûte  deux 
écus  de  plus  qu’une  piece  de  drap  blanc , 
& une  piece  de  drap  bleu  coûte  trois  écus 
de  plus  qu’une  noire  ; on  demande  le  prix 
de  chaque  forte. 

Suppolêz  qu’une  piece  blanche  coûte  xt 
écus , les  deux  de  cette  forte  coûteront  îx. 
De  plus  une  piece  noire  coûtant  *-|-2  , les 
trois  pièces  de  cette  couleur  coûteront  3* 
4“6.  Enfin  une  piece  bleue  coûte  jc— f— 5 j 
donc  les  fept  bleues  coûtent  7^+35.  Ainfi 
toutes  les  douze  pièces  reviennent  enfemble 
à 12*4-41. 

Hh  2 
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v Or  le  prix  réel  Si  connu  de  ces  douze 
pièces  eft  140  écusj  on  a donc  nx-f-41 
=F=  MO, 

& ii*=99i 

donc  *:=8 

4 

ainli  une  piece  de  drap  blanc  coûte  8 écus. 

drap  noir  10  ^ 

drap  bleu  13  J 

600. 

• % 

jyix-feptieme  quejîion.  Un  homme  qui 
0 acheté  des  noix  mufcades , dit  que  trois 
noix  lui  coûtent  autant  au-delà  dun  fou 
que  quatre  lui  coûtent  au-delà  de  dix  liards  : 
on  demande  le  prix  de  ces  noix  ? 

On  nommera  x l’argent  que  trois  noix 
coûtent  de  plus  qu’un  fou  ou  quatre  liards. 
Si  on  dira  : trois  noix  coûtent  x-\~4  liards  t 
Si  quatre  coûteront , par  la  condition  du 
problème , *-{-10  liards.  Or  le  prix  de 
trois  noix  donne  celui  de  quatre  noix 
çncore  d’une  autre  maniéré,  favoir  par  la 
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réglé  de  trois  j oh  fera:  j-3x-|-4==4*  Ré- 
ponfe  y Ainfi  » oui -4* 

-}-l6= jjc-j-jo ; * • * 1 • 

. donc  , r;  • *- 

& . . ? 3=14*  ••  j 

Réponfe . Trois  noix  coûtent  18  Iiards, 
& quatre  coûtent  6 fousj  donc  chacune 
coûte  6 Iiards.  . . ...  . 

. „ > j . j 

6oi^. 

• • v'V > 

Dix-huitieme  quejlion.  Queîqurun  a deux 
gobelets  d’argent  avec  un  fèul  couvercle 
pour  les  deux.  Le  premier  gobelet  pefe 
ï*  onces,  & û on  y met  le  couvercle,  il 
pefe  deux  fois  plus  que  l’autre  gobelet'  j 
mais  fi  on  couvre  l’autre  gobelet , celui-ci 
pefe  trois  fois  plus  qiie  le  premier  : 3$ 's’agit 
de  trouver  le  poids  du  fécond  gobelet  & 
celui  du  couvercle.  ■ *'•  ■ • ;i  ;o'i 

Süppofons  le  poids  du  couvercle  ==  x 
onçes  j le  premier  gobelet  étant  couvert 
lofera  x-|-ii  onces.  Or  ce  poids  étaftt' le 
double  de  celui  du  fecond  gobelet , il  faut 

Hh  3 
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que  ce  gobelet-ci  pefè  ^x^-6.  Si  on  le 
couvre , il  pefera  \ x -f-  6 , & ce  poids  doi  t 
^tre  le  triple  de  1 1 , ou  du  poids  du  pre- 
fnier  gobelet.  On  aura  donc  l’équation | x 
»-J-d=36,  ou  |x=jo  j donc  £ x=io & 
ar=io. 

' ■■Réponfe.  Le  couvercle  pefe  20  onces, 
& le  fécond  gobelet  pefè  16  onces. 

602. 

Dix- neuvième  quejlion.  Un  Banquier  a 
deux  efpeces  de  monnoie;  il  faut  a pièces 
de  la  première  pour  faire  un  écu  j il  faut  b 
pièces  de  la  féconde  pour  faire  la  même 
fomme.  Quelqu’un  vient  & demande  c 
pièces  pour  1 écu  ; combien  le  Banquier  lui 
donnera-t-il  de  pièces  de  chaque  efpece 
pour  le  fatisfaire  ? 

Suppofons  que  le  Banquier  donne  x pièces 
de  la  première  efpece  j il  eft  clair  qu’il 
donnera  c — x pièces  de  l’autre  efpece.  Or 
les  x pièces  de  la  première  valent  *-  écu 
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par  la  proportion  a:i=x:^  ; & les  c — x 
pièces  de  la  fécondé  efpece  valent  — écu  , 
parce  quon  a b:i=c—x:~.  Il  faut  donc 

}°u7*)-c — x=zb , ou  bx 
~\-ac — ax—ab  , ou  bien  bx — ax=ab — ac  ; 
d’où  l’on  tire  x = 1*2? , ou  * Par 

conféquent  c — x=.b-~=*^~lt 

Réponfe . Le  Banquier  donnera  pièces 

de  là  première  efpece  y & pièces  de 
la  féconde  efpece.. 

Remarque . Ces  deux  nombres  fe trouvent 
facilement  par  la  réglé  de  trois , lorfqu’il 
s’agit  de  faire  une  application  de  nos  ré- 
fultats.  On  dira,  pour  trouver  le  premier  : 
b — a: b — Le  fécond  nombre 
le  détermine  en  faifànt  : b — a : c — azzzb  : 

11  faut  remarquer  aufïi  que  a eft  plus 
petit  que  b , & que  c eft  pareillement  plus 
petit  que  b , mais  cependant  plus  grand 
que  a , ainfi  que  la  nature  de  la  chofe  le 
demande*  r* 
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603. 

Vingtième  queflion.  Un  Banquier  a deux 
fortes  de  monnoie  : dix  pièces  de  l’une  font 
un  écu , & il  faut  10  pièces  de  l’autre  pour 
faire  un  écu.  Or  quelqu’un  demande  à 
changer  un  écu  contre  dix-fept  pièces  de 
monnoie  ; combien  recevra-t-il  donc  de 
pièces  de  chaque  forte  ? 

Nous  avons  ici  a =10,  £=20,  &c=i7; 
ce  qurfournit  les  réglés  de  trois  fuivantes  : 

I.  1 o : 3=1 0:3,  ainli  3 pièces  de  la  pre- 
" miere  forte. 

* 1 

II.  10:7=20:14,  & 14  pièces  de  la  iè- 
■ •"conde  forte. 

; : . * ,604. 

-,  • * , • J * * . 

Vingt- unième  queflion . Un  pere  laifle  à 
fa  mort  quelques  enfans , avec  un  bien  qu’ils 
partagent  de  la  maniéré  fuivante  : 

Le  premier  reçoit  cent  écus  & là  dixième 
partie  du  relie. 

Le  fécond  tire  deux  cents  écus  & la 
dixième  partie  de  ce  qui  relie. 
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Le  troilîeme  prend  trois  cents  écus  & la 
dixième  partie  de  ce  qui  relie. 

Le  quatrième  prend  quatre  cents  écus 
& la  dixième  partie  de  ce  qui  relie , & ainli 
de  fuite. 

Et  il  fe  trouve  à la  fin , que  le  bien  a été 
partagé  également  entre  tous  les  enfans. 
On  demande  maintenant  de  combien  étoit 
l’héritage , combien  il  y avoit  d’enfans , 
& combien  chacun  a reçu  ? 

Cette  quellion  ell  d’une  nature  tcfute  par- 
ticulière , & mérite  par-là  qu’on  y fàlfe 
attention.  Pour  la  réfoudre  plus  facilement , 
nous  fuppoferons  l’héritage  total  ={  écus  ; 
& puifque  tous  les  enfans  tirent  une  même 
fomme , foit  cette  portion  d’un  chacun 
moyennant  quoi  le  nombre  des  enfans  s’ex- 
prime par  Cela  pofé , voici  comment 
nous  nous  y prendrons  pour  réfoudre  la 

* C r 

quellion  propofée. 
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La  Maffi 

Ordre 

vu  le  bien 

des 

Pan 

A partager. 

Enfant. 

? 

le  1/ 

l—X 

le  2 * 

x—. 

Z— IX 

le  3.' 

x= 

Ï—3X 

le  4.c 

X= 

{— 4 x 

le  j.e 

X= 

Ï~5X 

le  6.c 

*=' 

Parti  ou  de  chacun. 


’•  I 00-J— 


10 


10 

^-4»-îoc 


10 

f-$*~6ooj 


10 


Différences. 


100 — 
IOO 


*-ioo_ 
10  “ 
*-100 


10 


IOO' 


100- 


10 

*-100 


-=o 


-=o 


&ainfi  de  fuite. 


Nous  avons  inféré  dans  la  derniere 
colonne  les  différences  qu’on  obtient  en 
fouftrayant  chaque  portion  de  la  fuivante. 
Or  toutes  les  portions  étant  égales,  il  faut 
que  chacune  de  ces  différences  foit  =0. 
Et  comme  il  arrive  heureufement  qu’une 
même  expreflion  a lieu  pour  toutes  ces 
différences  , il  fuffira  d’en  égaler  une  feule  à 
zéro , tk  on  aura  donc  l’équation  1 00 — x-~ 
=0.  Multipliant  par  to,  on  a 1000 — x 
' — 100— o,  ou  900 — x—o  j par  confé- 
quent  ^^=900* 
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Nous  lavons  donc  déjà  que  la  part  de 
chaque  enfant  étoit  900  écus } ainli  en  pre- 
nant à prélent  à volonté  une  des  équations 
de  la  troifieme  colonne,  par  exemple  la 
première , elle  devient , en  fubllituant  à x 
fa  valeur , 900=1  oo-[-  , d’où  l’on  tire 

{ fur  le  champ  j car  on  a 90oo=iooo-f-£ 
— 1 00 , ou  9 ooo=900-|-{  ; donc  p=8 1 00  ; 
& par  conféquent  j = 9. 

Réponfe.  Ainli  le  nombre  des  enfàns=9  ; 
l’héritage  lailfé  par  le  pere  = 8100  écus  $ 
& la  portion  de  chaque  enfant  = 900  écus. 


CHAPITRE  IV. 

De  la,  résolution  de  deux  du  de  plujiturs 
Equations  du  premier  degré, 

. . . 605.  . 

• 9 • . , • 

I L arrive  fouvent  qu’on  eft  obligé  de  faire 
entrer  dans  le  calcul  deux  ou  plulieurs  de 
ces  nombres  inconnus , repréfentés  par  les 
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lettres  x,  y , &c.  & fi  la  queftion  eft 

déterminée  , on  parvient  dans  ce  cas-là  à 
autant  d’équations , defquelles  il  s’agit  en- 
fuite  de  tirer  les  inconnues-  Comme  nous 
iie  confidérons  encore  que  les  équations  qui 
ne  contiennent  pas  des  puiflances  d’une 
inconnue  plus  élevées  que  la  première , ni 
des  produits  de  deux  ou  de  plufieurs  in- 
connues , on  voit  que  ces  équations  auront 
toutes  lai  forme  a{-\-by-\-cx—d. 

606. 

Commençant  donc  par  deux  équations , 
nous  chercherons  à en  tirer  les  valeurs' de 
x&y;  & pour  traiter  ce  cas  d’une  ma- 
niéré générale  , foient  les  deux  équations  : 
I»  ax-\*byz=zc  , & IL  fx-\-gyx=xb.y  oh  a , 
b y ctkfj  g,  h lignifient  des  nomjwes  con- 
nus. Il  s’agit  donc  ici  de  tirer  de  ces  deux 
équations , les  deux  inconnues  x & y. 

’ 607.  * 

La  ^oie  la  plus  naturelle  pour  y parvenir 
fe  préfente  aifément  à“d’efprk  jd^eft  de 
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déterminer  par  Tune  & l’autre  équation  la 
valeur  d’une  des  inconnues,  par  exemple, 
de  x de  confidérer  enfuite  l’égalité  de. 
ces  deux  valeurs  j car  on  aura  une  équa- 
tion , dans  laquelle  l’inconnue/  fe  trouvera 
(èule  & pourra  être  déterminée  par  les 
réglés  que  nous  avons  données  plus  haut. 
Connoiffant  donc  alors  y , on  n’aura  plus 
qu’à  fubftituer  fa  valeur  dans  une  des  quan- 
tités qui  exprimoient  x. 

608. 

• » 

D’après  cette  réglé , nous  tirons  de  la 
première  équation  : x = ^ , & de  la  fe- 
conde , x~^j-;  pofant  ces  deux  valeurs 
égales  l’une  à l’autre , nous  avons  cette 
nouvelle  équation  : 


multipliant  par  a,  le  produit  eft 

— aj!ZaM  • 

multipliant  par  /,  le  produit  eft  fc — fby 
. =ah  — agyt- 
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ajoutant  agy  , on  a fc — fby^agy^zzah  / 
fouftrayant fc , il  refte — fby+agy=ah—fc ; 

ou  bien  ( ag — bf)y= ah  — fc  ; 
divifant  enfin  par  ag — bf9  nous  avons 

ak-fi 

J ag-bj» 

Pour  fubftituer  donc  à préfent  cette  va- 
leur de  y dans  une  des  deux  valeurs  que 
nous  avons  trouvées  pour  x,  comme  dans 
la  première  x=  c~9  nous  aurons  d’abord 

~h=~ là  c-by=c-^y 

OU  c—ty=£L±ù^*M—‘J£^  ; & di- 
*'  al~bÎ 

vifant  par  a, 

609. 


Première  queftion . Pour  éclaircir  cette 
méthode  par  des  exemples,  Toit  propofé 
de  trouver  deux  nombres , dont  la  fomme 
foit=  15,  & la  différence  =7. 

Nommons  * le  nombre  qui  eft  le  plus 
grand,  dey  le  plus  petit.  Nous  aurons 
l ) *+7=1 5 , & II*)  x—y=z 7. 
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La  première  équation  donne  x=i  5 — y 9 
& la  fécondé  donne  x==rj-\-y  y de  là  re- 
faite la  nouvelle  équation  15 — y=*j-\-y% 
Ainfi  1 5=7+' y i xy~%  y & y==  4 i au 
moyen  de  quoi  on  trouve  x=n, 

Réponfe.  Le  plus  petit  nombre  efl  4 , & 
le  plus  grand  efl  11. 

610. 

Seconde  queflion . On  peut  auffi  généra- 
lifer  la  queftion  précédente , en  cherchant 
deux  nombres , dont  la  fomme  foh  =a  , 
& la  différence —b. 

Soit  le  plus  grand  des  deux  =x , & le 
plus  petit  =y. 

On  aura  I.  ) x-\ -y=a , & II.  ) x—y=b  y 

la  première  équation  donne  x=a—yi 

la  faconde  — 1 x=zb-\-y. 

Donc  a~y=b-\~yi  a—b-\-xy;  2 ,y=a — b; 
• * 

enfin  y=z~,  & par  conféquent  x=a—y 


Réponfe.  Le  plus  grand  nombre , où  x 
= & le  plus  petit , où  y eft , 
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ou , ce  qui  revient  au  même , x= 

8>ty  = ^a — '-b  i & de  là  réfulte  le  théo- 
rème fuivant  : Quand  la  fomme  de  deux 
nombres  quelconques  eft  a , & que  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  eft  b , le  plus 
grand  des  deux  nombres  eft  égal  à la  moitié 
de  la  fomme  plus  la  moitié  de  la  diffé- 
rence ; & le  plus  petit  des  deux  nombres 
eft  égal  à la  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence. 

6 ii. 

On  peut  auffï  réfoudre  la  même  queP 
tion  de  la  maniéré  qui  fuit  : 

Puifque  les  deux  équations  font , x-\-y 
—a , & x — J — b. 

Si  on  les  ajoute  l’une  avec  l’autre  , on  a 
7.x=za-\~b. 

Donc  x==^. 

1 

Enfuite,  fouftrayant  les  mêmes  équations 
l’une  de  l’autre  ,on  a iy=a — b ; donc 


612; 
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. Troificme  quejlion t :Un.  mulet  & utiâne 
.portent  des  charges  4$  Quelques, quintaux. 
L’âne  fe  plaint  de  la  tienne  & dit  ££  nyilet  : 
Il  ne  me  manque  que  de  porter  encore  un 
quintal  de  ta  charge , pour  être  plus  chargé 
que  tpi  du  double.  Le  mulet  répond  : Oui , 
mais  11  tu  me  donnois  un  quintal  de  ta 
tienne , je  ferois  trois  fois  plus  chargé  que 
toi.  On  demande  combién  de  quintaux  ils 
portoient  chacun  îr  f (\ 

Suppofons  la  change  du  mulet  de  x quin- 
taux, & celle  de  fane  àtÿ  quintaux."  Si  le 
mulet  donne.  àK&ne  Un  quintal , cëlui-ci 
aura  ^ +1,  & H|  rèflera  à l’autre  x — ( i ; 
& puiftjué  dans  ce  cas  l’âne  èft'dëux  *fqis 

plus  chargé  qüe  le  ihülét7,  bnka^-j-i^ïîc 

( M ü icr:  •* 


2. 


O Y> 


x s!> 


-•  Mais  11  rânevd©ftne  tin  quintal  ati  mufet', 
celui-ci  ax-fi,  & l’âne  garder  4^ 
la  charge  du  premier  éfaiit  Aaintenarit  triple 
«fe  Celle  du  lècond-,  orna  -x  isà  ^ 
Tome  /.  1 i 
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Nos  deux  équations  feront  par  corifë- 
quent 

I.  — 3. 

• La  première  donne  x=y~^ , & la  fé- 
condé donne  x=tf— 4 } de  là  réfulte  la 
nouvelle  équation  ^=^3^—4,  qui  donne 
y=— , & aumoyende  quoi  on  détermine 
auffi  la  valeur  de  * , qui  devient  = 1 

Réponft.  Le  mulçt  pçrtoit  2 j-  quintaux , 
& l’âne  portoit  2 quintaux.  , 


9 


<si ir-  ; 

, r ,:4)  ■ 

Lorfqu’cm  a trois  nombres  inconnus , 8c 
autant  d’équatiôns , comme,,  par  exemple , 


-j-ç — *c=io,  on  commencera,  comme 
auparavant par  tirer. de  chacune  la  valeur 
de  x , & on  aura  par  la  I.*  ) x=8 -\-\—y  • 
par  la  fl.*  ) & par  la  ilL*  ) x 

=y+f““10*  ' 

Comparant  maintenant  la  premiere  .de 
ces  valeurs  avec  la  fécondé , 8c  après  cela 
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a u fîi  avec  la  troifieme , on  aura  les  équa- 
tions fuivantes  : • > 

I.)  8+*- y=X)+y— t,  II.)  s^—y—y 
+Î-IO. 

Or  la  première  donne  2{ — 27— I*  & 
la  féconde  donne  27=1  8 , ou  y=z  9 ; fi 
donc  on  fubftitue  cette  valeur  de  y dans 
2f — *7=1  j°n  a — 18=1  ,&2{=i9, 
ainfi  {—9  il  ne  refte  donc  que  x à dé- 
terminer , & on  le  trouve  facilement  =8  K 

Il  eft  arrivé  ici  par  hafàrd  que  la  lettre 
l s’efl  éliminée  dans  la  derniere  équation , 
& quon  a trouvé  la  valeur  de  ^7  immédia- 
tement. Si  ce  cas  n’avoit  pas  eu  lieu  , on 
auroit  eu  deux  équations  entre  \ &cy , qu’il 
• auroit  fallu  réfoudre  par  la  réglé  précé- 
dente. 

614. 

Qu’on  ait  trouvé  les  trois  équations  fu'i- 
vantes  : • 

1 ) 3*+  W— î , H.)  5 
IU)  iy+n—x—6i- 
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v S»  on  tire  de  chacune  la  valeur  dex, 
on  a 

I.  ) IL)  X = süp , 

ni-)*=î.y+K— 6l- 

*■  Comparant  à prélènt  ces  trois  valeurs 
entr’elles , & d’abord  la  troifieme  avec  la 

i 

•première,  on  a 3.7  + K — 6 1 . 

multipliant  par  3,  9.X  “f" 1 H — 186=25 

'^5>+4î/a*nfi9y+  Mî— 21  |-“ür"W:  \> 

& 147+1  iptn  par  la  première  & la 
troifieme.  Comparant  aufli  la  troifieme  avçc 
4a  fécondé,  on  a 37+  5 {-—6  2 =^+125- , 
ou  46+27'— 3{=i 5j+25{ — 3i°>  ce 
qui  le  réduit  à 356=  1 37'  + *8{- 

On  tirera  maintenant  de  ces  deux  nou- 
velles équations  la: valeur  de  y : 

I. )2ii=i4y+n{;donc  147  = 211— ii{ 

& . 

II. )  3 5 6=1 3.7+ 28 f ; donc  1 37—3  5 6— 28{ , 

*y=^-  - s n 

Ces  deux  Valeurs  forment  la  nouvelle 

équation  fe  chanSe 

• * 

; i . % 

« 
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en  celle-ci , 1743— 143^=4984— 39^  v 
qui  fe  réduit  à X49^=2  24i , & d’oà  Ton 
tire  {==9.  ' • * 0 

Cette  valeur  étant  fubftitùée  dans"  une 

» 

des  deux  équations  de  y & { , on  trouve 
y = 9 , & enfin  une  fubftitution  femblable 
dans  une  des  trois  valeurs  de  x 9 donnera 

*:=7.  . . ■ . ...  v 


*;  615.' 

Sionavoû  plus  de  trois  inconnuçs|àjdéter-> 
miner , & autant  d’équations  à réfoudre 
on  pourroit  s’y  prendre  de  la  même  ma*- 
niere  i mais  on  fe  trouveront  engagé  le  plus, 
fou  vent  dans  des  calcula  fort  prolixes.  /.  * 
11  eft  donc  à propos  de  Temarquer  que, 
dans  chaque  cas  par  ticulier  on  ne  manque  J 
guere  de  rencontrer  des  moyens  qui  ep.  factv 
litent  beaucoup  la  réfolution.  Ces  moyens 
font  d’introduire  dans  le  ckifcul',  à c.cftédes 

' - , lu'tJ  iïti  i,  • \ 

inconnues  principales , une,  nouvelle uncon- . 
nue  arbitraire , telle  qu’eft , par  ex.  la  fommev» 
de  toutes  les  aurre^f  &r  quand  on  eft'tüv1 

H 3 


e 
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peu  vérfé  dans  ces  fortes  de  calculs , on 
juge  allez  facilement -ce  qu’il  eft  le  plus 
convenable  de  faire  (*).  Nous  allons  rap- 
porter quelques  exemples  qui  peuvent  gui- 
der dans  l’application  de  cette  méthode. 

' ' ' . 616.  * • * 

Quatrième  quejlion . Trois  perfonnes 
jouent  enfemble  ; dans  la  première  partie 
le  premier  Joueur  perd  avec  chacun  des 
deux  autres  autant  que  chacun  d eux  avoit 
d’argent  fur  lui.  Dans  la  fécondé  patrie , 
c^eflf  au  fécond  JoueuT  que  les  deux  autres 
gagnent  autant  chacun  qu’ils  ont  déjà  d ar- 
' gent.‘  Dans  la  troiireme  partie  enfin , le 
premier  & le  fécond  Joueur  gagnent  au 
troifieme  autant  d’argeht  chacun , qu’ils  en 
avoièht.  Ils  ceffent  alors  de  jouer , & il  fe 

. /O'!!  ''*-‘1  • • ■’  • 

(*)  M.  Crumer  a donné  * U fin  de  Ton  Introduction  * 

Tanolyfe  (Us  lignes  courbes  une  très-belle  réglé  pour  dé- 
terminer' immédiatement  , & fans  pafler  par  les  opéranons 
ordinaires , la  valeur  des  inconnues  de  ces  fortes  d équa-* 
lions  » en  quelque  nombre  que  foient  ces  inconnues . 
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trouve  qu’ils  ont  tous  upe  -fomine  égale , 
(avoir  vingt-quatre  louis  chacun.  On  de- 
mande avec  combien  d’ argentchacun  s pii 
mis  au  jeu?  r . ; 

Supppfons  que  l’enjeu  du  premier; Joueur, 
ait  été  de  x louis , celui  du  fécond  yy , 
celui  du  troifieme , pt  faifons  outre  pela, 
la  fomme  de  tous  les  enjeux , ou 
=/  Or  le  premier  Joueur-  perdant  dans; 
la  prèpîçre  partie  autant  d’argenft  qu’en 
ont  les  deux  autres,  il  perd  f—x}  ( ça^ 
lui-même  ayant  eu  or , les  deux  autres  au- 
ront eu  f—x)j  donc.il  lui  réitéra  %x — ft 
le  fécond  aura  îy , & le  troifieme  au^iç*  ^ 
V^ojçi  donc  ce  que  ch^fun  aura 

ia  *•  ? mw'iVift 

le  IU.)  2^.  . ;n,  . ,;>„UVOl:  «V.':  -■  ) 

Dans  la  fécondé  partie  , le  fécond  Jç>uçur- 

qui  ^ maintenant  2^„  perd  autant  cf  argent^ 
qu’en  ont  lès  deux  autres , c’eil-à-d.  f— - 1 y ; 
il  lui  reite  par  conféquent  \y  —f  Q uant 
aux  autres,  ils  auront  le  dxftible  chacun  né 


ce  qu’ils  avoient  $ ainiî  après  la  feconde 

. - . . --  ; ■ <V t ■ i-;  v i.o  (Ja 
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partie  les  trois  Jciiièuts  ont , lé  I.)  '4'x—if, 

Vsfi-È  njçy1*.  1 ‘-  n,’;  '' 

' Ôirrs  'la  * troriîemé'  patrie , c’eft  letroi- 


'avét  lé'  fécond  ^y— ^/  pir 
édrlféquênt  après  c^rcé  ' partie  nos  trois 

Jbièùre 'auront  : J 1 J ' 

in.f8i'— i4/j  lé  «•)  jy-Jjt/.  le  É&^jC; 

' "Or  cfiacun  ayarif îtiaîHlèfiànf'  ’^ïéùis , 
rfoiW  avôns  trois' iéc^uâfïô'ris  , belles  qtiela, 
pfâriiiërë  donne  (urlë  dhaiibp  x > la'fttôfedë 
y )■  Scia'tloifiemc  y Be  plu^  f ëà  connu 


itilil  » à quoi  îln^ëft  pas  tiîêi^  nécëffàite 

de  faire  attention  djabord,,  commé  on  va 

dt*»iifoC  fîBfo  >1  J .CTTîGçr *>•  '*0'  * ;i 
le  voir,  Nous  avons  1 . * 

n ■ ? ■ 1 OiO.j,  «,v.s  : f i<  vol  £ ir  > 

ï.)$X  — 4f=l4,  0\lVx=Zl4±jLf,0\\X 

; V I ----  \ Ÿ ;’J  , «.01*  1JJ,  / :,J|;  èïi  T : V>  - ' 

viq£;.  iiriiv  , j . .•!>.  /*>  Au. p l 

111.)  ou  8{=24+/ , ou  {-3+  SV-  • 
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Âjotitant  ces  trois  Valeurs , on  à 

•v*+.r+î— 9+i/-'"  . " , ' 

Ainfi,  puifque  -)-{==/,  on  a f=  9 

. -H/;  aonç’-/=9,  &/=7i.  ’ ; / ' 

Sï  on  fûbftitue  à'préfènt  cette  valeurde 
f dans  les  expréillôns  ^trouvées  pour  x , y 

-, , i-  « * * •** 

& { , on  trouvera  qu’avant  que  de  fe  mettre 
au  jeu  , le  premier  Joueur  avoit  39  louis; 
le  fécond,  2 1 louis;  & le  troifieme , 12 
loiiis. 

O - * *t  ' ' 

On  voit  par  cette  folution  comment , 
par  le  lecours  de  la  fomme  des  trois  in- 

•/»  f"  • ■ ■*  * 

conhüeS , on  furmonte  heureufement  les 
ob/lacies  qui  fe  préfentent  dans  la  voie 
ordinaire:' 

6l7-  ■ " 

Quoique  la  queftiop  précédente  paroitTe 
d’abord  affez  difficile , nous  remarquerons 
cependant  qu’on  peut  la  réfoudre,  même 
fans  algèbre.  On  n’a  qu’à  chercher  à le 
faire  en  rétrogradant.  Oïl:  confidérera  que 
puifque  les  Joueurs,  en  quittant  le  jeu. 
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avoient  chacun  24  louis , & que  dans  la 
troifieme  partie , le  premier  & le  fécond 
ont  doublé  leur  argent,  ils  doivent  avoir 
eu  avant  cette  derniere  partie  : 

le  L)  12,  le  IL)  1 2,  & le  III.)  48. 

Dans  la  fécondé  partie  ce  font  le  pre- 
mier & le  troifieme  qui  ont  doublé  leur 
argent  ; donc  avant  ceçte  partie  ils  avoient: 
lé  I.)  6 , ie  IL) 42  9 le  III.)  24. 

Enfin , dans  la  première  partie , le  fécond 
& le  troifieme  Joueur  ont  gagné  cbaeufî 
autant  d’argent  qu’il  en  avoit  forti  j donc 
en  commençant  les  trois  Joueurs  avoient 
devant  eux  : , 

1.)  39,  ü.)  21 , ni.)  1 2. 

Ce  que  nous  avons  auffi  trouvé  par  la 
folution  précédente. 

618.. 

■v  • # • 

, Cinquième  quejlion.  Deux  perfonnes  doi- 
vent 29  pifloles;  elles  ont  de  l’argent  toutes 
les  deux  , mais  pas  autant  chacune  pour 
pouvoir  acquitter  feule  cette  dette  com- 
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inune  ; le  premier  Débiteur  dit  donc  au 
iécond  : Si  vous  me  donnez  les  j de  votre 
argent,  je  payerai  feul  la  dette  fur  le 
champ.  Le  fécond  lui  réplique  qu’il  pourroit 
auffi  acquitter  féul  la  dette,  fi  l’autre  lui 
donnoit  les  *-  de  Ton  argent.  On  demande 
combien  ils  ont  l’un  & l’autre  ? : i 

Suppofons  que  le  premier  ait  x piftoles , 
& que  le  fécond  ait  y piftoles. 

Nous  aurons  d’abord  x~\-  jy  ='  19  ; . 

Enfuite  auffi , y-\-  J x = 19. 

La  première  équation  donne,  x =19 
— j y , & la  féconde*  donne*  x = ; 

ainfi  19  — ^y  = On  tire  de  cette 
équation  y = 1 4 ^ $ donc  x = 1 9 

* Rèponfe.  Le  premier  Débiteur  a 1 9 1 
piftoles  , & le  fécond  314^  piftoles.  ’ 

i . .■ 

619. 

Sixième  quejlion.  Trois  freres  ont  acheté 
une  vigne  pour  cent  ftouis.  Le  cadet  dit 

■ •»<•«*  I*  ✓ i 

• * 
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le  fécond  dit  que  fi  Puîné  lui  donnoit  le, 
tiers  feulement  de  Ton  argent,  il  payeroit 
la  Vigne  feu  1 ; enfin  l’aîné  ne  demande  que 
le  quart  de  l’afgent  du  cadet , pour  payer 
féul  la  vigne.  Combien  chacun  avoit-il 
d’argent  ? Que  le  premier  ait  eu  x louis  ; 
le  fécond  , y louis  ; le*  troifieme  , { louis  j 
on  aura  le$  trois  équations  fuivantes  : 
!.)*-[-  ’-y  — too.  ll.)y-^f-j{=ioo.  111.)  { 

+ l7  x=\  oo  j deuxî  defqûelles  feulement 
donnent  la  valeur  d^x- , fa’voir  I.  ) * = ioo 
— '-y,  III.)  x = 400—^4 {.  Ainfi  on  a 

l’équation:  ' • " 

• 100  — ly=400— 41 , oü  iy=joo, 

qu’il  faudra  combiner  avec  la  . fécondé , 
afin  dç  déterminer^  & j.  Or  la  féconde 
équation  étoity-f--  ç—  100  ; on  en  tire 

Vx 

donc  y = 1 00  — -•£,*  & l’équation  trouvée 
ep, dernier  lieu  étant  4 ç joo , jon 
ay=8^— 600.  Par.confequent  la  derniere, 
équation  efl  : v 
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ioo  — ï-^=8{— 600;  ainfi  8 ^-{  = 700, 
..•ou  j {^zjoo  , &*{=84.  Donc  ^=100 

— 18—72  , & xz=z64* 

Réponfe . Le  cadet  avoit  64  louis , le 
puîné  avoit  72  louis,  & laine  avoit  84 
louis. 

620. 

Comme  dans  cet  exemple  chaque  équa- 
tion ne  renferme  que  deux  inconnues  , on 
peut  parvenir  d’une  façon  plus  commode 

à la  folution  cherchée. 

* • • « 

La  première  équation  donne  ^=200 
— ix  ; ainfi  y eft  déterminé  en  x j & fi 

on  fubftitue  cette  valeur  dans  la  fécondé 

• 

équation,  on  a 200  — ix-\-  i-£  = ioo  j 
donc  j ix — 100  , & i=6x  — 300. 

Ainfi  ^ eft  aufli  déterminé  en  x ,•  & fî 
on  introduit  cette  valeur  dans  la  troifieme 

équation , on  obtient  6x — 3 0 o-|-  -^  * = 1 00 , 
où  x fe  trouve  feul  & qu’on  réduit  à î^x 

1600=0,  d’où  l’on  tire  x==6 4.  Par 

* conféquent j=20O — i28=72,&{=}84 

— 300=84. 
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On  peut  fuivre  le  même  procédé , lorfc 
qu’on  a un  plus  grand  nombre  d équations. 
Suppofons , par  exemple  , qu’on  ait  d’une 
maniéré  générale  : I.  ) u x-=n , II.)  x-\-^ 

z=n,  III.)y  + t=/7,IV.)^+J=/zyou, 
en  chaffant  les  fraélions  : I.)  au-\-x=zan, 
II.)  bx  -\-y  = bn  , III.)  cy-|~{  = cn, 
IV.)  d^-\-u=dn. 

Ici  la  première  équation  donne  d’abord 
x=.an — au , & cette  valeur  étant  fubfti- 
tuée  dans  la  fécondé,  on  a abn — abu-\-y 
= bn  y ainli  y=dn — abn-\-abu  y la  ûlbûi- 
tution  de  cette  valeur  dans  la  troifieme 

i 

équation  donne  ben — abcn-^-abcu-\~^—cn  y 
donc  i=cn — bcn-\-abcn — abeu;  fubftituant 
enfin  ceci  dans  la  quatrième  équation , on  a 
cdn — bedn  -|-  abedn  — abedu  -4-  u=dn.  Ainfi 
dn  — cdn  -|-  bedn  — abedn  = — abedu 
ou  bien  ( abcd — i)  u=. abedn — bedn  cdn 


—dn  y d’où  l’on  tire  «= 

(abcd-bcd+cd-i} 

«bcd-i  * 


abedn-bedn  + edn- dn 

— lü =» 

t 


« 
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Par  conféquent  on  aura 

». abcda  -acdn+adn-aa  ( abcd-*cd+ad-a  ) 

T'  ïbZPi  — 71  • ahcl_x 


5” 


y— 


abcdn  -a bd*  +abn-bn  . — ( abcd-abd+eb-b  ) 

« j fl  • ; — : . 


abcd-i  '*  * abcd-ï 

abtdn -abcn+ben-cn  (abcd-abc  + bc-c  ) 

1 abcd-l  * abcd-l  " 

__  abcdn-bcdn+cdn—dn  ( abcd-bcd+ed-d ) 

ïïïï-ï  • 

622. 


u 


Septième  queflion . Un  Capitaine  a trois 
compagnies  : l’une  eft  de  Suifles , l’autre 
eft  de  Suabes  , la  troifieme  eft  de  Saxons. 
Il  veut  donner  un  aflaut  avec  une  partie 
de  ces  troupes , & il  promet  une  récom- 
pensé de  901  écus  fur  le  pied  fuivant  : . 

Que  chaque  Soldat  de  la  compagnie 
qui  montera  à l’affaut , recevra  1 écu , & 
que  le  refte  de  l’argent  fera  diftribué  éga- 
lement aux  deux  autres  compagnies. 

Or  il  ié  trouve  que  ft  les  Suiffes  donnent 
l’aflaut , chaque  Soldat  des  autres  com- 
pagnies reçoit  un  demi-écu  ; que  fi  les  Sua- 
bes vont  à l’aflaut , chacun  des  autres  reçoit 
écu  j enfin,  que  ft  les  Saxons  donnent 


-f  T2 
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l’aflfaut , chacun  des  aütres  reçoit  | ^cu. 
On  demande  de  combien  d’hommes  étoit 

* • l 

chaque  compagnie»  *• 

Suppofons  le  nombre  des  Suifles  = x, 
celûi  des  Suabes  z~y , &1  celui  des  Saxons 
={.  Et  fadpns  dé  plus  x-\-y-\~i—f  , parce 
qu’il  eft  facile  de  yçir  que  c’eft  le  moyen 
d’abréger  confidérablement  le  calcul.  Si 
donc  les  Suifies  donnent  l’aflaut , leur  nom- 
bre étant  = x , célui  des  aütres  fera / — x; 
•or  ceux-là  reçoivent  i écu \ tk  ceux-ci  un 

demi-écu  -,  ainfi  on  aura 
- ■ ■ ..  » r | t ■ if'  i ' 1 

*+:/— , 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  que 

fii  les  Suabes  donnent  l’aflaut , on  a 

y+jf—-3y= 9°»*  . ..  , .b 

Et  enfin  que  fi  ce  font  les  Saxons  qui 
montent  à lafiaut , on  aura  , 

. : * * . . „i  n i.  --i  ü 

î+ï/v-iïî— 9°V.  , t.  :ri 

. Chacune  de  ,çés;  trois  équations  fuffira 
pour  déterminer  une  des  inconnues  x, 

? & - . . « 

X . m*  \ A*  * • m m *•  i< 


I>1>  • 


car 


/ 
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car  la  première  donne  x=zi%oi—f%  ' 
la  fécondé  donne]  iy=  *703  f, 
la  troifieme  donne  3^=3604 — f. 
Or  fi  l’on  prend  maintenant  les  valeurs 
de  6x  9 6y  & 6{ , & qu’on  écrive  ces 
valeurs  l’une  fous  l’autre  , on  aura 
6* =1081  1 — 6/, 

• .....  ; ■ 6y=  8109—  3 \f,  ) 

. 61—  ,7 108—  if,  . ; ■ . -, 

& ajoutant  : 6/=i6»  19 — 11  /,  ou  17/ 
==16119;  ainfi /==i  531  ; c’eft  le  nombre 
total  des  Soldats , au  moyen  duquel  on 
trouve'  ; v-  -■  . ■ y- 

X = l$01 1337=  165};  r 

27=1703 — 1 537±=i i66, 007=5835? 
3.1=3604 — * ç 37=1067 , ou  {=689*  ; 

Réponfe.  La  compagnie  des  Suiflès  eft 
de  163  hommes;  celle  des  Suabes,  de  583 
hommes  ; & celle  des  Saxons  ÿ‘  dé  689 
hommes. 

. v?  < \ J.  « iry  ■■  ■ . • 


J'orne  1. 
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CHAPITRE  V. 

r 

• * «■ 

la  rcfolution  des  Equations  pures  du 
r . fécond  degré. 


623. 

O N dit  quune  équation  eft  du  fécond 
degré , quand  elle  renferme  le  quarré  ou 
la  féconde  puifïance  : de  l’inconnue , fans 
qu’on  y trouve  des  puiffànces  plus  élevées 
de  dette  inconnue.  Une  .équation  qui  ren- 
fermeroit  aulîi  la  troifieme  puiflance  de 
l’inconnue , appartiendroit  déjà  aux  équa- 
tions. cubiques*  & faréfolution  demande- 
roit  des  réglés  particulières,  — 

v-  'j  « J . • '■ 


v 


i‘i  c 


Il  n’y  a donc  que  trois  efpeces  de  termes 
dans  une  équation  du  fécond  degré.  Ea 
premier  lieu  les  termes  où  l’inconnue  ne 
lé  trouve  pas  du  tout , ou  qui  ne  font 
compofés  que  de  nombres  connus. 
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• En  fécond  lieu , les  termes  dans  lefquels 
on  rencontre  feulement  la  première  pui£ 
fonce  de  la  quantité  inconnue. 

En  troifîeme  lieu  , les  termes  qui  con- 
tiennent le  quarré  de  la  quantité  inconnue. 

Ainfi  x lignifiant  une  quantité  inconnue , 
& les  lettres  a,  b ,c  ,d , & c.  repréfentant- 
des  nombres  connus , les  termes  de  la  pre- 
mière efpece  feront  de  la  forme  a , les 
termes  de  la  fécondé  efpece  auront  la  forme 
b x y & les  termes  de  la  troifîeme  efpece 
auront  la  forme  cxx,.  \ 

625. 

On  a déjà  vu  fuffifamment  que  deux  ou 
plufieurs  termes  d’une  même  efpece  peu- 
vent fe  réunir  enfemble,  & être  confidérés 
comme  un  feul  terme. 

Par  exemple , on  peut  confidérer  comme 
un  feul  terme  la  formule  axx — bxx-\-c  xX, 
en  la  repréfentant  par  ( a — b-\-c  ) xx  ; ■ 
puifqu’en  effet  a — é-f-c  eft  une  quantité 
connue. 

K k 2 
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Et  quand  même  de  tels  termes  fe  trou- 
veroient  des  deux  côtés  du  ligne  == , o§ 
a vu  comment  on  doit  les  porter  d’un  même 
côté , & les  réduire  enfuite  à un  ièul  terme. 
Soit , par  exemple  , 4’équation 
r xxx — 3*^-4:= )xx — 8at— i -5 

on  fouftrait  d’abord  xxx , & il  vient 
— 3 *-}-4=  3 XX -r~S  AT— J—  1 1 i 
ajoutant  -enfuite  8*  , on  obtient 

fquftrayant  enfin  n.,  il  relie  ^xx—jx—i* 

6l6 . 

v.  « 

On  peut  au/Ti  transporter  tous  les  termes 
dlun  même  côté  du  ligne  = , de  façon  qu’il 
ne  relie  que  o dans  l’autre  membre  * le 
principal-ell  de  faire  attention  que  quand 
on  tranlporte  des  termes  d’un  côté  à l’autre, 
il  faut  en  changer  les  ftgnes. 

C’eû  ainli  que  l’équation  ci-deffus  pren- 
dra cette  forme,  $xx — 5at-}-7=o,  & 
c’eft  aufli  pourquoi  on  peut  repréfenter 
toute  équation  du  fécond  degré  généra- 
Jement  par  cette  formule  , 
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a xx+  b *+ 1 =o , 

dans  laquelle  le  ligne  + fe  prononce  plus 
ou  moins , & indique  que  de  tels  termes 
peuvent  être  tantôt  pofttifs  & tantôt 
négatifs,  ' 

627. 

Quelle  forme  qu’ait  primitivement  une 
équation  du  fécond  degré , on  peut  toujours 
la  réduire  à cette  formule  de  trois  termes  : 
qu’ou  foit  parvenu  , par  exemple , à 
Téquation  * 

ax  + t MT+/ 

ex  t- d gx  + h 9 

il  faudra , avant  toute  chofe , chaffer  les 
fraftions  : multipliant  pour  cet  effet  d’abord 

par  cx-\-d,  on  a ax-{-b=. —h , 

enfùite  par  gx-\-k on  a 

agxx-j-bgx+aAx+bk=cexx+cfx+cdx+fd  â 

ce  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré  , 
& qu’on  réduit  aux  trois  termes  fui  vans, 
que  nous  tranfpofèrons  en  les  rangeant  de 
la  manière  qui  eft  le  plus/en  ufage  : 

K k y 
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— ce  xx  -|-£À;c — -fd  , 

* —CfXy 
— edx. 

On  peut  repréfènter  auffi  cette  équation 
*de  la  maniéré  fuivante  , qui  eft  même  plus 
claire  : 

G=(ag’—cé)xx-j-(J>g-\-ah—cf—ed)x-\-bh—fJ. 

6l8. 

Ces  équations  du  fécond  degré , où  toutes 
les  trois  efpeces  de  termes  fe  trouvent , fe 
nomment  complétés , & leur  réfolution  eft 
auffi  fujette  à plus  de  difficultés  ; c eft  pour- 
quoi nous  commencerons  par  conftdérer 
celles  où  un  de  ces  termes  manque. 

Or  fi  c etoit  le  terme  xx  qui  ne  fe  trou- 
vât pas  dans  l'équation , elle  ne  fèroit  pas 
du  fécond  degré , mais  elle  appartien- 
droit  à celles  dont  nous  avons  traité  * que 
fi  c’étoit  le  terme  qui  ne  contient  que  des 
nombres  connus , qui  manquât , l’équation 
auroit  cette  forme,  axx+b  x=o,  laquelle 
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étant  divilible  par  x , f§  réduit  à ax + £=o  * 
qui  eft  pareillement  une  équation  du  pre- 
mier degré , & n’appartient  pas  ici, 

: 62  9-  . 

Mais  lorfque  c’eft  le  terme  moyen  * 
lequel  contient  la  première  puiflance  de  x y 
qui  manque , l’équation  revêt  cette  forme  * 
axx+c—o,  ou  axx  = + a le  ligne  de  c 
pouvant  être  foit  polit  if,  foit  négatif. 

Nous  appellerons  une  telle  équation , une 
équation  du  fécond  degré  pure  , par  la 
raifon  que  là  réfolution  ne  fouffre  aucune 
difficulté.  En  effet,  on  n’a  qu’à  divifer  par  a , 
on  obtient  xx  = c-  i & prenant  de  part  & 
d’autre  la  racine  quarrée , on  trouve  x 
au  moyen  de  quoi  l’équation  elî 

téfolue. 

630. 

Mais  nous  avons  à préfent  trois  cas  à 
conlidérer  ici.  Le  premier  , quand  e-  eft  un 
nombre  quarré , dont  on  puiffe  par  confé- 

Kk  4 
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quent  affigner  réellement  la  racine , on 
obtient  dans  ce  cas  pour  la  valeur  de  x un 
nombre  rationnel , lequel  peut  être  ou 
entier  ou  rompu.  Par  exemple  , l’équation 
xx=i44 , donne  x=i i ; & celle-ci,  xx 
donne  x = l.  ; f 

Le  fécond  cas  a lieu  , quand  *-  n’eft  pas 
un  quarré , dans  lequel  cas  par  conféquent 
il  faut  le  contenter  du  ligne  \/.  Si,  par 
exemple , xx=.i  i , on  a x = y/i  i , dont 
la  valeur  peut  fe  déterminer  par  approxi- 
mation , comme  nous  l’avons  fait  voir 
plus  haut. 

Le  troifieme  cas  enfin  eft  celui  où  ‘ de- 
vient un  nombre  négatif  ; alors  la  valeur 
de  x eft  tout-à-fait  impolfible&  imaginaire, 
& ce  réfultat  prouve  que  la  queftion  qui 
a conduit  à une  telle  équation  , eft  icn- 
poflible  d’elle-même. . 

631. 

Nous  obferverons  encore , avant  que 
d’aller  plus  loin , que  toutes  les  fois  qu’il 
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eft  queftion  d’extraire  la  racine  quarrée 
d’un  nombre , cette  racine  a toujours  deux 
valeurs , dont  l’une  eft  pofttive  & l’autre 
négative.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer 
cela  plus  haut.  Qu’on  ait  l’équation  xx—49 , 
la  valeur  de  x ne  fera  pas  feulement  -f-  7 , 
mais  aufli— 7 , ce  qu’on  indique  par  x—+j. 
Ainfi  toutes  ces  queftions  admettent  une 
folution  double  ; mais  on  remarquera  ce- 
pendant que  dans  plufieurs  cas , dans  ceux , 
par  exemple , où  il  s’agit  d’un  certain  nombre 
d’hommes,  l’on  comprend  bien  que  la  valeur 
négative  ne  fauroit  avoir  lieu. 

632. 

* « 

Dans  le  cas  précédent  même , où  c’eft 
la  quantité  connue  qui  manque,  les  équa- 
tions , axx=zbx , ne  laiiïent  pas  d’admettre 
deux  valeurs  de  x , quoiqu’on  n’en  trouve 
qu’une  feule,  fi  l’on  divife  par  x.  Car  fi  l’on 
a,  par  exemple  , l’équation  xx=)x  , où 
il  s’agit  d’aftigner  pour  x une  valeur  telle  , 
que  xx  devienne  égal  à 3* , cela  fe  fait 
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en  fuppofant  *=;  j , valeur  qu’on  trouve 
en  divifant  l’équation  par  x ,■  mais  outre 
cette  valeur  il  en  eft  encore  une  autre  qui 
fatisfait  également , c’eft  x=oy  car  alors 
xx=o,  & 3^=o.  Toutes  les  équations 
du  fécond  degré  en  générai  admettent  deux 
réfolutions , tandis  qu’une  feule  folution 
peut  avoir  lieu  pour  les  équations  du  pre- 
mier degré. 

Nous  allons  maintenant  éclaircir  par 
quelques  exemples  ce  que  nous  avons  dit 
fur  les  équations  du  fécond  degré  pures. 

633. 

Première  queflion.  On  cherche  un  nom- 
bre dont  la  moitié  , multipliée  par  le  tiers, 
fafle  24  ? 

Soit  ce  nombre  = x:  il  faut  que  l-x , 
multiplié  par  l-  x , donne  24}  on  aura  donc 
l’équation  ~ xx==i^. 

Multipliant  par  6 , on  a **■:=  144  ; & 
FextraéHon  de  la  racine  donne  *=+  11. 
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on  met  + ; car  fi  x=-j-  1 2 , on  a ^ *=6, 
& * x= 4 , & le  produit  de  ces  deux  nom- 
bres eft  14;  &ft*= — 12,  ona^jr= — 6 y 
tkjx= — 4 9 dont  le  produit  eft  éga- 
lement 24. 

634. 

Seconde  quejîion . On  cherche  un  nom- 
bre tel , qu’en  y ajoutant  5 , & en  en  re- 
tranchant 5 , le  produit  de  la  fomme  par 
la  différence  foit  = 96. 

Soit  ce  nombre  x , il  faudra  que  jc-f-y  > 
multiplié  par  x—  5 , donne  96  $ d’où  réfulte 
l’équation  xx — 25=96. 

Ajoutant  25  ,onajoc=i  2i;&extrayant 
la  racine , il  vient  *=1 1.  Ainfi  *-{-5=16 , 
& x — 5 =6  5 or  en  effet  6.16=96. 

635. 

Troijieme  quejîion.  On  cherche  un  nom- 
bre tel , qu’en  l’ajoutant  à 1 o , & en  le 
retranchant  de  1 o , la  fomme  multipliée  par 
le  refte  , ou  par  la  différence , donne  5 1 . 
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Que*  foit  ce  nombre  j il  faut  que  i o-f  x , 
multiplié  par  io— *,  fafle  5 1 , & qu’ainfi 
1 00  **=5 1.  Ajoutant  **,  & fouftrayant 

5 1 , on  a xx=. ^9  , dont  la  racine  quarrée 
donne  *=7. 

636. 

* 

Quatrième  queflion.  Trois  Joueurs  qui 
ont  fait  une  partie , le  retirent  ; le  premier 
avec  autant  de  fois  7 écus , que  le  fécond 
a de  fois  trois  écus  -,  & le  fécond  avec  autant 
de  fois  1 7 écus , que  le  troifîeme  a de  fois 
5 écus  ; & ü on  multiplie  l’argent  du  pre- 
mier par  l’argent  du  fécond , & l’argent  du 
fécond  par  l’argent  du  troifîeme , & enfin 
l’argent  du  troifîeme  par  l’argent  du  pre- 
mier , la  fornme  de  ces  trois  produits  eft 
383  o^.  Combien  d’argent  ont-ils  chacun? 

Suppofons  que  le  premier  Joueur  ait  x 
écus  j & puifqu’il  a autant  de  fois  7 écus, 
que  le  fécond  a de  fois  3 écus , cela  fignifie 
que  fon  argent  eft  à celui  du  fécond , en 
raifon  de  7:3. 
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On  fera  donc  7 : 3 = x , à l’argent  du 
fecond  Joueur , qui  eft  donc  i x. 

De  plus , comme  l’argent  du  fécond 
Joueur  eft  à celui  du  troifieme  en  raifon 
de  17:  j , on  dira  17  : 5 =zlx  à l’argent  du 
troifieme  Joueur  , ' ou  ^ ~ x. 

7 119 

Multipliant  à préfent  * , ou  l’argent  du 
premier  Joueur  , par  î * , l’argent  du  fé- 
cond , on  a le  produit  3-xx. 

Après  cela  ,1  x , l’argent  du  fécond , mul- 
tiplié par  l’argent  du  troifieme , ou  par  Xf 
donne  fl  xx.  Enfin  l’argent  du  troifieme , 
ou  TTï  x » midtiplié  par  x , ou  l’argent  du 
premier,  donne 7^**.  La  fbmme  de  ces 
trois  produits  eft  ^xt>c^-f~xx~\-lj  xx^  & 
en  réduifant  au  même  dénominateur , on 
la  trouve  }=*  ^ xx  j te  qui  doit  équivaloir 
au  nombre  3830*.'  9 • ••'.;■■  1 • • 

Ona  donc  r ' 

Ainû^xxz- 11491,  & 1 521**  étant' 
égal  à 9572836  , divifant  par  15  21 , on 


5 16  Elément 
a xx—9-^—^ , &'  en  prenant  la  racine, 
on  trouve  x=^.  Cette  fra&ion  eft  en- 

39 

core  rédu&ible  à de  moindres  termes,  en 
divifant  par  1 3 -,  ainfi  x =^=79 1 j & 
on  conclut  de  là  que  ^ x = 3 4 , & que  ^ x 
= 10. 

Réponfe.  Le  premier  Joueur  a 79  T-  écus, 
le  fécond  a 34  écus  , & le  troilieme  fe 
retire  avec  10  écus. 

Remarque,  Ce  calcul  peut  fe  faire  encore 
d’une  maniéré  plus  facile  ; favoir , en  pre- 
nant les  fà&eurs  des  nombres  qui  sÿ  pré- 
fentent , & en  faifant  attention  principa- 
lement aux  quarrés  de  ces  fa&eurs. 

On  voit  que  507=3 . 169,  & que  169 
eft  le  quarré  de  13  ; enfuite,  que  833= 
7.119,  & que  119  = 7.17,  Or  ona^g 
**  = 3830^  , & fi  o,n  multiplie  par  3 , on 
a y~  xx=z  11492.  Qu’on  réfolve  aufti  ce 
nombre  en  les  fafteurs  ; on  voit  d’abord 
que  le  premier  eft  4 , c’eft-à-dire , que  1 1 49 1 
= 4.2873  j déplus  2873  eft divifible  par 
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17,  de  forte  que  2873  = 17.169.  Par  con- 
fisquent notre  équation  aura  la  forme  fui- 
yante  : = 4 • 1 7 • 1 69  > laquelle , divifée 

par  169,  fe  réduit  & 4. 17;  mul- 

tipliant de  plus  par  17.49  , & divifant  par 
9,  on  a xx=z*-^£-,  où  tous  les  faâeurs 
font  des  quarrés  j d’où  il  fuit  qu’on  a , fans 
autre  calcul,  la  racine  *=^2:==  22?, 
comme  ci-devant. 

637. 

Cinquième  queflion.  Quelques  Négocians 
établiflent  un  Fafteur  à Archangel.  Chacun 
deux  contribue  pour  le  commerce  qu’ils 
ont  en  vue , dix  fois  autant  d’écus  qu’ils  font 
d’Affociés.  Le  profit  du  Fa&eur  eft  fixé  à 
deux  fois  autant  d’écus  qu’il  y a d’Affociés 
pour  100  écus.  Et  fi  l’on  multiplie  la  ^ 
partie  de  fon  gain  total  par  1 ~ , oir  trouve 
le  nombre  des  Affociés.  On  demande  quel 
eft  ce  nombre  ? 

Soit  ce  nombre = x j & puifque  chaque 

' 1 \ 
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Aflocié  a fourni  io* , le  capital  entier  eft 
= \oxx.  Or  avec  chaque  centaine  d’écus 
le  F afteur  gagne  ix  , fon  profit  fera  donc 
- xi  avec  le  capital  iox*.  La  ^ partie  de 
ce  gain  eft  ; multipliant  par  ij,ou 


Fr?>  ona|s*’>ou;r(  *’>  & c’efl  ce 
qui  doit  être  égal  au  nombre  des  Aflociés  x. 

, On  a donc  [équation  ~x1z=xi  ou  x* 
zxzii^x  f elle  paroît  d’abord  être  du  troi- 
lîeme  degré  * mais  comme  on  peut  divilèr 
par  x , elle  fè  réduit  à l’équation  du  fécond 
degré  xx  = 1 2 ç , d’où  l’on  tire  x—v^.  ' 
Réponfe.  H y a quinze  Affociés , & chacun 
a contribué  1 5 o écus. 


i 

• a a.  • t • «A 

CHAPITRE 
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CHAPITRE  VL 

De  la  réfolution  des  Equations  mixtes 
du  fécond  degré, 

638. 

O N dit  d’une  équation  du  fécond  degré , 
quelle  eft  mixte  ou  complété,  lorfqu’on 
y rencontre  trois  efpeces  de  termes , favoir, 
celle  qui  contient  le  quarré  de  la  quantité 
inconnue , comme  axx  ; celle  où  l’in- 
connue fe  trouve  feulement  élevée  à la 
première  puiflance,  commet;  enfin  l’efi 
pece  de  termes  qui  n’eft  compofée  que  de 
quantités  connues.  Etpuifqu’on  peut  réunir 
deux  ou  plufieurs  termes  d’une  même  efpece 
en  un  feul , & qu’on  peut  porter  tous  les 
termes  d’un  même  côté  du  figne=,  la 
forme  de  l’équation  mixte  du  fécond  degré* 
fera  celle-ci  : * 

axx  ip  bx  -p  c = O. 

Nous  montrerons  dans  ce  Chapitre 
Tome  1,  L 1 
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comment  on  doit  tirer  la  .valeur  de  x de 
ces  fortes  ,d’équations  on  verra  qu’il  y a 
deux  routes  pour  y parvenir. 


Une  équation  de  l’elpece  dont  il  s’agit , 
peut  fe  réduire  , par  le  moyen  de  la  divi- 
lîon , à une  forme  telle,  que  le  premier 
lerme  ne  contienne  purement  que  le  quarré 
xx  de  l’inconnue  x.  On  laiHera  le  fécond 
terme  du  même  côté  où  efl  x . & le  terme 
connu  on  le  portera  de  l’autre  côté  du  ligne 
=.  Notre  équation  prendra  de  cette  ma- 
nière la  forme  xx+px=+q  , où  p & q 
lignifient  des  nombres  connus  quelconques  , 
politifs  ou  négatifs  ; & tout  fe  réduit  à pré- 
lent  à déterminer  la  vraie  valeur  de  x.  Nous 
commencerons  par  remarquer  que  li  xx 
*\-px  étoit  un  quarré  effe&if , la  réfolution 
n’auroit  aucune  difficulté , parce  qu  il  ne 
s’agiroit  que  de  prendre  des  deux  côtés  la 
racine  quarrée. 
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640. 

Mais  il  eft  clair  que  xx-\-px  ne  fauroiç 
être  un  quarré , puifque  nous  ayons  vq  plus 
haut  que  fi  une  racine  eft  de  deux  termes, 
par  exemple  x-\ -/z,  Ton  quarré  contient 
toujours  trois  termes , favoir,  outre  le  quarré 
de  chaque  partie  , encore  le  double  du 
produit  des  deux  parties  ; c’eft-à-dire,  que 
le  quarré  de  x-\-n  efl  xx+inx+nn.  Or 
nous  avons  déjà  d’un  côté  xx-\-px  , nous 
pouvons  donc  regarder  xx  comme  lé 
quarré  de  la  première  partie  de  la  racine  j 
& il  faut  en  ce  cas  que  px  repréfènte  \& 
double  du  produit  de  la  première  partie  x • 
de  la  racine  par  la  féconde  partie  ; par  confé- 
quent  cette  fécondé  partie  doit  être  -p  , 

& en  effet  le  quarré  de  x-\-'-p(z  trouve 
être  xx-\-px-\-~pp. 

m • t I 

641. 

Or  xx-j- ‘px-\-l-pp  étant  un  quarré  réel 
qui  a pour  racine  x^l-p,  fi  nous  repre- 

L 1 1 
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nons  notre  équation  xx~\~px=q , nous 
n’avons  qu’à  ajouter  de  part  & d’autre  ^pp, 
ce  qui  nous  donne  xx  -\-px-]^-  ^pp=q-\-~ 
pp  9 où  le  premier  membre  eft  effeélive- 
inent  un  quarré , & où  l’autre  membre  ne 
renferme  que  des  quantités  connues.  Si  donc 
nous  prenons  des  deux  côtés  la  racine  q nar- 
rée , nous  trouvons  Ç-pp+q)* 

& fouftrayant  l-p,  nous  obtenons  x— — \ 
^pp-\-q  i & comme  toute  racine 
quarrée  peut  être  prife  Toit  affirmativement , 
foit  négativement , nous  aurons  pour  x 
deux  valeurs  exprimées  de  cette  maniéré: 

x=—Ip±V~pp+i- 

642. 

Voilà  la  formule  qui  contient  la  réglé , 
d’après  laquelle  toutes  les  équations  du 
fecond  de^ré  peuvent  être  réfolues , & il 
fera  bon  d’en  imprimer  la  fubflance  dans  la 
mémoire,  afin  qu’on  n’ait  pas  befoin  de 
répéter  à chaque  fois  toute  l’opération  que 
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nous  venons  de  faire.  On  pourra  toujours 
ordonner  l'équation , de  façon  que  le  quarré 
pur  xx  (è  trouve  d’un  feul  côté , & qu’ainfi 
l’équadon  ci-deffus  ait  la  forme  xx=z — -px 
+ f >.  oh,  l’on  voit  alors  fur  le  champ  que 

x——\p±  Vifp+i*  ■ . i 

643. 


La  réglé  générale  que  nous  déduifons 
de  là  pour  réfoudre  lequation  xx=z — pxr 
-f-y  » confiée  donc  en  ceci  r 

Que  la  quantité  inconnue  x dk  égale  à 
la  moitié  du  nombre  qui  multiplie  x dans 
l’autre  membre  de  l’équation  ,plus  ou  moins 
la  racine  quarréé  du  quarré  du  nombre  que 
Ton  vient  de  dire , & de  la  quantité  connue 
qui  forme  le  troifieme  terme  de  l’équation. 

C’eft  ainfî  que  lî  on  avoit  l’équation  xx  * 
=6jr-|~7  , on  diroit  auffi-tôt  que  xzzzj  ■ 

±\/ 9 + 7— 3 ±4  > d’où  réfultent  ces  deux 
valeurs  de  x , I.)  x=y  ; II.)  x=. — r.  Pa- 


reillement l’équation 


1 


<t  4 E L É M E Nx  S * 

+ J s \ -v ji  r-  K «.* 

neroir  x=  5 rjh,y/  a 5 — 9^ j + 4,  c’eft-à- 
dire  que  les  deux  valeurs  de  x font  9 & 1. 

On  Ce  mettra  encore  mieux  ' au  fait  de 
cettfe  réglé  en  dilUnguant  les  cas  fuivans  : 
I.  ) fi  p eft  un  nombre  jiaif  r Ï4.  efb  un 
nombre  impair  ; & J1I.)  fi  p efi:  un  nombre 
rompu. 

Soit  I.)  p un  nombre  pair  , & l'équation 
telle  que  , xxztzipx-\-q } on  aura  x=p 

+ vV+î-  ; \ 

5 Sok  II.  )/?  tm  nombre  impair  , & I’équa- 

♦ 9 . • • •['  f"  • 1 1 * • 

tlonxx=/>x+ÿ,  on  aura  x—'-p-b  y ïPP+f» 
&puifque  ^ pp~\~  <1 —f^~q  ? on  pourra  ex-, 
qafte  la  racine  quarrée  de  ce  dènomina- 
teur. * & écrire  x~'-p 

- Enfin  llI.  ) Soit />  une  fraftion , on  pourra 
rçfoudre  1 équation  de  la  manierp  qui  fuit: 
Que  l’équation  en  queftion  foit  celle-ci, 
axx=.bx-y-c , ou  on  aura, 

par  la  réglé , * — “±  + ;•  °r  £ 
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LL.'f-3s£±£f9  o ii  le  dénominateur  eft  un 

I a , 4 aa  * - ^ * 

quarréi  ainlî  . ' r-  f » 


. • . • r.  » 

* }' • / * 

it  à la  réfolution 

• f î\  i * * J 

des  équations  du  fécond  degré  mixtés , eft 
de  les  transformer  en  des  équations  pures. 
Cela  le  fait  en  fubftituant  , par  çxemp.  dans 
f équation  xx=±px- \-q,  à la  place  de  l’in- 
connue x 9 une  autre  inconnue  ys  telle  que 
‘x—y -\-\p } au  moyen  de  quoi , quand 
on  a déterminé  y , on  trouve  aufîi-tqt  la 
valeur  de  x . 

^ Si  nous  faifons  cette  fubftitution  de  y 
-Y\p  à la  place  de  x a nous  avons  xx=yy 


641- 

L’autre  voie  crui  cond 


-\-\pp>&px  =py  -Y'tppt  Par  ?on” 

féquent  notre  équation  fe  change  en  cêlle- 

.ci  : yy+py  + \pp=py+\ppM  ? W & 
réduit , en  fouftrayant  py  d’abord  à y y 
+ i pp=\ pp+q  * & enfuite , en  fouftrayant 

\ff,  Çeci  * unf  éclua- 

tion  du  fécond  degré  pure , qui  donne  aufli- 
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tôt  y ss  + Or  puifque  x=y+  \ p, 

on  a xz=.x-p+  \-pp-\-q  , ainfi  que  nous 
l’avons  trouvé  ci-defîus.  Il  ne  nous  refte 
donc  qu’à  éclaircir  cette  réglé  par  quelques 
exemples. 

646. 

Première  queftion . J’ai  deux  nombres  ; 
l’un  furpafTe  l’autre  de  6 , & leur  produit 
eft  9 1 . Quels  font  ces  nombres  ? 

Si  le  plus  petit  eft  xt  l’autre  eft 
& leur  produit  ai=xx-\-6x. 

Souftrayant  6x , il  refte  xx=$i — 6x, 

& la  réglé  donne  x= — 3 + ^9+91= — 3 
.+  10  3 ainft  x=7  , & x= — 13. 

Rép.  La  queftion  admet  deux  (blutions: 
Suivant  l’une,  le  plus  petit  nombre  x 
eft  = 7 , & le  plus  grand  x-f-6  = i 3. 

" Suivant  l’autre  , le  plus  petit  nombre  x 
= — 13  , & le  plus  grand  x-[-6=— 7. 

; ’ ' . 647.  ; ■' 

Seconde  queftion.  Trouver  un  nombre 
tel  que , ft  de  Ion  quarré  je  retranche  9 , 
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il  me  vienne  un  nombre  qui  (oit  d’autant 
d’unités  plus  grand  que  100  , que  le  nom- 
bre cherché  eft  plus  petit  que  23.  , 
Soit  le  nombre  cherché  =zx  ,•  je  vois  que 
xx — 9 furpafle  100  dexx — 109.  Et  puifi 
que  x eft  au-deffous  de  23  de  23 — x , j’au- 
rai cette  équation  : xx — 109  = 23 — x . 

Donc  xx=-x-j- 132,8*  ,par la  réglé,’ 

*=-r±  v^+*T*»  =-  v^5=~; 

4-—.  Ainfi  x=i  1 8cx= — 12. 

— 1 

- Réponfe.  Lorfqu’on  ne  demande  qu’un 
nombre  pofitif,  ce  nombre  cherché  eft  11, 
dont  le  quarré  moins  9 eft  1 12  , & par 
conféquent  de  1 2 plus  grand  que  1 00 , de 
même  que  1 1 eft  de  1 2 plus  petit  que  23* 

M-  ;. 

Troifieme  queftion . Trouver  un  nombre 
tel , que  fi  on  multiplie  fa  moitié  par  Ton 
tiers , & qu'au  produit  on  ajoute  la  moitié 

du  nombre  qu’on  cherche  , le  réfultat 

■ * '*  . » • 

Toit  30. 


- £ £ È M i N s 

Qu’on  fuppofe  «e  nombre  sx*,.'fà  moi- 
tié , multipliée  par  (on  tiers , fera  £ xx  ; H 
faut  donc  que  £Xx-{-lx=)o.  Multipliant 
par  6 , on  a ou  xxz= — 3 x 

-(-480,  èe  qui  donne  x=-^-3-  + \/i+i8o 

’*  ‘ ~ ' C ’’  4 


=rr--l+Ù 

• - • i-X-*3r  ; c . - 


g Par  conféqueqt  x eft  ou=i  1 , ou  égal 
~ M-  • 


•*  1 


t:']  Quatrième  qutflion.  Trouver. deux  nom- 
fbres  qui  (oient  en  proportion  double , & 
tfejs  que  (î  on  ajpute  leur  ^ (brome  à leur 
produit , on  obtienne  90. 

jSoit  l’un  des  npmbres^  jc,  .&  le  plus 
grand  = ur , leur  produit  fera  = îxx , & 
fi  on  y ajoute  3*  ou  leur  fomme , la  nou- 
velle fomme  doit  faire  90.  Aiaû  zxx-\-$x 

— 9°  ï 1 xx  ^90-^  j Xyxxi^^l^-\-4  5 , 

d’où  l’on  tire *=?-*-+  ^ 

- * r>  ' 1 J r*  ’ - ‘ 4 •' J,  Hp  j • 4 "\4 

rar  confequent  *=<> , du  *;= — 7-. 
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Cinquième  quejlion . Un  Maquignon  qui) 
a acheté  un  cheval  pour  un  cejrt£ip  nom- 
bre d’écus  , le  revend  pour  1 1 9 écus , & 
il  gagne  autant  pour  cent  écus , que  le 
cheval  lui  a coûté,  X)n  demande  ce  qu’il 
en  avoir  payé  ? • - Vt  : j 

Suppofonsque  le  cheval  ait  coûté*  écus  5 
connue  le  Maquignon  y gagne  * pour  cent  ^ 
On  dira  1 00  donnent  le  profit  * : que  donne  t 
* / Réponfe , Puis  donc  qu’il  a gagné  - 
& que  le  cheval  lui  coûte  * écus  d’achat  >} 

s 

il  faut  qu’il  l’ait  vendu  pour  * -|-  ^ i dond 
Souftrayant  *,  on  a 
== — x-\-  1 19  i & multipliant  par  100  , il 
vient  xx  ==. — ioo*-j-*  I9°°*  -Appliquant* 
maintenant  la  tegle,  on  trouvé  *==■ — 50 

A ' '*  ‘ “ ' * “ * ^ ' ' 

4-  V 1 5 00— j— 1 1900= — jo  + y 14  400 
= — 50  + 1 xc. 

; Réponfe.  Le  cheval  a coûté  70  écus & 
puifque  le  Maquignon  a gagné  70  pour 
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cent  en  le  revendant , le  profit  doit  avoir 
été  de  49  écus.  Le  cheval  doit , par  confé- 
quent , avoir  été  revendu  en  effet  pour  7» 
-J— 49 , c’eft-à-dire  pour  119  écus* 

651.  • 

Sixième  quefiion.  Quelqu’un  acheté  un 
certain  nombre  de  pièces  de  drap  -,  il  paye 
pour  la  première  1 écus  j pour  la  fécondé , 
4 écus  ; pour  la  troifieme  , 6 écus , & de 
même  toujours  2 écus  de  plus  pour  les 
fuivantes  ; & toutes  les  pièces  enfemble  lui 
coûtent  1 1 o écus.  Combien  y avoit-il  de 
pièces  ? 

Soit  le  nombre  cherché  ; & voici 
le  plan  de  ce  que  l’Acheteur  a payé  pour 
les  différentes  pièces  : 

pour  la  1 i 2 , 3 , 4 , 5 x 

il  paye  2,4,6,8,10  ix  écus. 

Il  s’agit  par  conféquent  de  fommer  la 
progreffion  arithmétique  2-|~4-}-6-|-8-f-i° 

ix » qui  efl  de  x termes,  afin  d’en 

déduire  le  prix  de  toutes,  les  pièces  de  drap 

* 
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prifès  enlèmble.  La  réglé  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  pour  cette  opération, 
exige  qu’on  ajoute  le  dernier  terme  & le 
premier.  La  fomme  eft  ix  2 ; qu’on  mul- 
tiplie cette  fomme  par  le  nombre  des- 
termes  x , le  produit  eft  zxx  -|-  zx  ; qu’on 
divife  enfin  par  la  différence  i , le  quotient 
eft  xx -J- x,  c’eft  la  fomme  de  la  progref- 
fion  ; ainfi  l’on  a xx~\-x=  1 1 o } donc  xx 
= — x-\-no,  &£'X— — I + v/i+77ô 

=-l+^f=-^+¥=«o.4 

Réponfe.  Le  nombre  des  pièces  de  drap 
achetées  eft  10. 

652. 

Septième  quejlion.  Quelqu’un  a acheté 
plusieurs  pièces  de  drap  pour  1 80  écus.  S’il 
avoit  reçu  pour  la  même  fomme  3 pièces 
de  plus , il  auroit  eu  la  piece  à meilleur 
marché  de  3 écus.  Combien  a-t-il  acheté 
de  pièces? 

Faifons  le  nombre  cherché = je  ; chaque 
piece  aura  coûté  réellement  ils  écus.  Or  fi 
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l’Acheteur  avoir  eu  * + 3 pièces  pouf 
écus , la  piece  lui  feroit  revenue  à ^ écus  ; 
& puifque  ce  prix  eft  moindre  de  3 écus 
<jue  le  prix  réel , il  faut  que  nous  ayons 
l’équation  , 

: ; y,  1 " 180  __ 

*4-3  % 3* 

Multipliant  par  x , nous  avons  ~=  1 80 
— ix  ; divifant  par  3 , l’on  a =60— x ; 
multipliant  par  .x-j-3  , nous  aurons  60* 
=1 80— (~ 57^ — xx  i ajoutant  xx , l’on  aura 
xx-\-6oxzzz  1 80— |— 5 7X  ; fouftrayant  6ox , 
nous  aurons  xx=z — jr-{-i8o. 

La  réglé  donne  par  conféquent 

x=~  \ + V\  + i8o,oux=—  i-f  U 

• ' *3=11. 

Réponfe.  On  a acheté  pour  1 80  écus  1 1 
pièces  de  drap  à 1 5 écus  la  piece  , & ù 
on  eût  obtenu  3 pièces  de  plus , favoir  1 5 
pièces  pour  180  écus,  la  piece  ne  feroit 
revenue  qu’à  1 2 écus,  c’eft-à-dire,  à 3 écus 
de  moins. 
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Huitième  quejiion.  Deux  Marchands  en- 
trent en  fociété  aVec  un  fonds  de  1 00  écus  ; 
l’un  laifle  fon  argent  dans  la  fociété  pendant 
trois  mois , l’autrê  laiffe  le  fien  pendant  deux 
mois  , & chacun  retire  99  écus  de  capital 
& d’intérêts.  - On  ‘demande  quelle  part 
chacun  avoit  fourni  au  fonds  ? 

Suppofons  que  le  premier  Affocié.  ait 
contribué  x écus , l’autre  aura  contribué 
100 — x.  Or  celui-là  retirant  99  écus,  fon 
profit  eft  99  — x , qu’il  aura  acquis  en  trois 
mois  avec  le  capital  x ,•  & puifque  ie  fécond 
retire  pareillement  99  écus  , fon  profit  eft 
x — 1 , qu’il  aura  acquis  en  deux  mois  de 
temps  avec  le  capital  100 — x ; & il  eft 
clair  que  le  profit  de  ce  fécond  Aflbcié  eût 
été  — , s’il  avôit  refté  trois  mois  dans  la 
fociété.  Maintenant , comme  les  profits 
acquis  dans  le  même  temps  font  propor- 
tionnels aux  capitaux  , nous  âvons  évidem- 
ment *.*99 — *=100 — x:^~. 


J44  • E L É M E N s 

L’égalité  du  produit  des  extrêmes  & de 
Celui  des  moyens  donne  l’équation 
£^^=9900 — 1 9 9X -J- xx,- 

multipliant  par  2,  nous  aurons  jxx  — 3* 
= 19800 — 398x-|-2xx,-  fouftrayant  ixx, 
l’on  aura  xx — jx=  19800— 398*  ajou- 
tant 3X,  nous  aurons  xx=i  9800  — 395 x. 


Donc  par  la  réglé 


Rêponfe.  Le  premier  Affocié  a contribué 
45  écus  , & l’autre  55  écus.  Le  premier 
ayant  gagné  en  trois  mois  5 4 écus , auroit 
gagné  en  un  mois  1 8 écus  j & le  fécond 
ayant  gagné  en  deux  mois  44  écus , auroit 
gagné  en  un  mois  22  écus  : or  ces  deux 
profits  s’accordent  * car , fi  avec  45  écus 
on  gagne  1 8 écus  dans  un  mois  de  temps , 
on  gagnera  dans  le  même  temps  21  écus 
avec  JJ  écus. 

éj4* 
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654. 


Neuvième  quejlion.  Deux  Payfannes  por- 
tent enfemble  1 00  œufs  au  marché  j l’une 
en  porte  plus  que  l’autre  , & cependant  le 
produit  eft  le  même  pour  l’une  & pour 
l’autre.  La  première  dit  à la  fécondé  : Si 
j’avois  eu  tes' œufs , j’aurois  retiré  1 5 fous. 
L’autre  lui  répond  : Si  j’avois  eu  les  tiens  , 

j’aurois  retiré  6 - fous.  Combien  dlœufs 
' 3 

chacune  a-t-elle  portés  au  marché  ? 

Que  la  première  ait  eu  x œufs , la  fe-; 
conde  en  aura  eu  100 — x . 


Puis  donc  que  celle-là  eût  vendu  100 
— x œufs  pour  1 5 fous,  on  fera  la  réglé 
de  trois  fuivante  : 

100  — x:  1 < =*....  à fous. 

9 IOO-* 

De  même , puifque  la  fécondé  eût  vendu 

x œufs  pour  6 j fous,  on  trouvera  com- 
bien 100 — x œufs  lui  euffent  rendu,  en 
difant  : 

x'”c=ziqq—x, àî2£2=^. 

3 j* 

Tome  /,  M IB 
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Or  les  deux  Payfannes  ont  retiré  autant 
d'argent -l’une  que  l’autre  ; nous  avons  par 

conféquent  l’équation , , qui 

ié  réduit  à celle-ci , 

25  xx=  200000  — 4000Jf  ; 

& enfin  à celle-ci , 

xx= — 160*4-8000 } 
d’où  Ton  tire 

x= — 8o-[-\/  64004-8000= — 804-120 

= 40. 

Réponfe.  La  première  Payfànne  avoir 
40  œufs , la  fécondé  en  avoit  60 , & cha- 
cune a retiré  10  fous. 

655. 


Dixième  quejlion.  Deux  marchands  ven* 
dent  chacun  d’une  certaine  étoffe  \ le  fé- 
cond en  vend  5 aunes  de  plus  que  le  pre- 
mier , & ils  tirent  enfemble  3 5 écus.  Le 
premier  dit  au  fécond  : J’aurois  retiré  de 
votre  étoffe  24  écus  ; l’autre  répond,  & 
moi  j’aurois  retiré  de  la  vôtre  1 2 écus  & 
demi.  Combien  d’aunes  avoient-ils  chacun? 
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Suppofons  que  le  premier  ait  eu  x aunes , 
le  fécond  aura  eu  x-j-  3 aunes.  Or  puifque 
le  premier  eût  vendu  2; -[-3  aunes  pour  14 
écus , il  faut  qu'il  ait  retiré  ~ ccus  de  fes 
# aunes.  Et  quant  au  fécond,  puifqu’il  eût 
débité  x aunes  pour  1 x l~  écus , il  faut  qu’il 
ait  vendu  fes  at— j— 3 aunes  pour  ?-*-**7?  ; ainfî 
la  fomme  totale  qu’ils  ont  retirée  efl  yj* 

+^  = 3S  &US. 

Cette  équation  fe  réduit  à **=20* 

«—75,  d’où  l’on  tire  à* =10+ 100  — 75 

5=ic  + 5. 

Réponfe,  La  queflion  a deux  folutions  : 
fuivant  la  première , le  premier  Marchand 
avoit  1 5 aunes , & le  fécond  en  avoit  1 8 j 
& puifque  celui-là  eût  vendu  1 8 aunes  pour 
24  écus,  il  aura  vendu  fés  1 5 aunes  pour 

écus } le  fécond , qui  eût  vendu  1 5 aunes 
pour  1 2 écus  & demi , aura  vendu  fés  1 8 
aunes  1 ç écus  $ donc  en  effet  ils  ont  tiré 
3 5 écus  de  leur  marchandée. 

Suivant  la  féconde  folution  , le  premier 

Mm  2 

! 

1 
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Marchand  avoir  5 aunes , & l’autre  8 aunes 
ainfi , puifque  le  premier  eût  débité  8 aunes 
pour  1 4 écus , il  aura  retiré  1 5 écus  de  lès 
5 aunes;  & le  fécond  , puifqu’il  eût  vendu 
ç aunes  pour  1 1 écus  & demi , fes  1 8 aunes 
lui  auront  rendu  20  écus.  La  fomme  eft 
encore  35  écus.  « 


CHAPITRE  VII. 


De  l' extraction  des  racines  des  nombres 
polygones. 


656. 

1NJ" ous  avons  fait  voir  plus  haut  comment 
on  doit  déterminer  les  nombres  polygones  ; 
or  ce  que  nous  avons  nommé  alors  un  côté , 
s’appelle  auÆi  une  racine . bi  donc  on  indique 
la  racine  par  x , on  trouvera  ce  qui  fuit 
pour  tous  les  nombres  polygones  ; 
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le  iii  gone,  ou  le  triangle,  eft— ^ -, 
le  iv  gone  , ou  le  quarré  , xx  , 

le  v gone 

Je  vi  gone ixx — x , 

le  vu  gone  — 

le  viii  gone jxx — ix, 

le  ix  gone — 

Je  x gone 4xx — $xt 

« (n-r)xx-  n-i\x 

le  n gone 


657. 

Nous  avons  fait  voir  fuffifamment  plu* 
haut , qu’il  eft  facile , par  le  moyen  de  ces 
formules , de  trouver  , pour  une  racine 
donnée  quelconque , un  nombre  polygone 
cherché.  Mais  lorfqu’il  s’agit  de  trouver 
réciproquement  le  coté  , ou  la  racine  d’un 
polygone  dont  on  connoît  le  nombre 
des  côtés , l’opération  eft  plus  difficile 
de  demande  toujours  la  réfolution  d’unç 

M m 3 
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équation  du  fécond  degré.  Cela  fait  que 
cet  article  mérite  d’être  traité  ici  féparé- 
ment.  Nous  le  ferons  par  ordre  , en  com- 
mençant par  les  nombres  triangulaires , & 
cii  paiïant  de  là  à ceux  d’un  plus  grand 
nombre  d’angles. 

658. 

Soit  donc  91  le  nombre  triangulaire 
donné  , & duquel  on  cherche  le  côté  ou 
la  racine. 

Si  nous  faifons  cette  racine  = * , il  faut 
que  foit  =91  j que  xx-^-x  = 182, 
(&  xx  =• — x — 182  , &c  par  con/equent 

que  * =-  + v/4-+ 1 8 2 =-  \/f 

t= — = r3*  Nous  en  concluons  que 
la  racine  trigonale  cherchée  eft  1 3 j car 
le  triangle  de  13  eft  91. 

659. 

Mais  foit  en  général  a le  nombre  trigonal 
gonné , & qu’on  en  cherche  la  racine. 
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Si  on  la  fait  = x > on  a —a  • ou  xx 

x=ia  ; donc  xxz=.-~ x~^  ta  , & par 
la  réglé  , x= — I-j-  \/~-\~  la  , ou  a:  = 

1 + ^^  8*1  4*1 
2 

Ce  réfultat  donne  la  réglé  qui  fuit  : Pour 
trouver  une  racine  trigonale , il  faut  mul- 
tiplier par  8 le  nombre  trigonal  donné  , 
ajouter  i au  produit , extraire  la  racine  de 
la  fomme , fouftraire  i de  cette  racine , 
St  divifer  enfin  le  refte  par  z. 

66o. 

On  voit  par-là  que  tous  les  nombres 
trigonaux  ont  la  propriété,  que  fî  on  les 
multiplie  par  8,  & qu’on  ajoute  l’unité  au 
produit , la  fomme  eft  toujours  un  quarré  : 
la  petite  table  qui  fuit  en  donne  quelques 
exemples. 

Triangles:  1,3,  6,  IO,  If,  it,  18,  36 , 45,  fî  &ci 
8 fois+i  :g,  15  ,49, 81, 121,  169,  225,  289,  361,441  &c«! 

On  remarquera  que  fi  le  nombre  donné 
* ne  fatisfait  pas  à cette  condition , c’eü 

M m 4 
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ftgne  que  ce  n’eft  pas  un  nombre  trigonal 
réel , ou  qu’on  ne  peut  en  indiquer  une 
racine  rationnelle. 

66 1. 

Qu’on  cherche , fuivant  cette  réglé , la 
racine  trigonale  de  210,  on  aura  a= 210 
& 8a— J—  1 = 1681  , dont  la  racine  quarrée 
eft  41  ; d’où  l’on  voit  que  le  nombre  210 
eft  réellement  triangulaire , &:  que  fa  ra- 
cine eft  = — = 20.  Mais  ft  on  donnoit 
% 

pour  trigonal  le  nombre  4 , & qu’on  pro- 
posât d’en  afligner  la  racine , elle  Ce  trou- 
veroit  = ^ — i , & par  conféquent  irra- 
tionnelle ; cependant  on  trouve  réellement 
le  triangle  de  cette  racine  v-~  — \ , de  la 
maniéré  qui  fuit  : 

Puifque  x=^3~ , on  a xx  = I7^— , 
& en  y ajoutant  x , la  fomme  eft 

, & par  conféquent  le  triangle, 
ou  le  nombre  trigonal  = 4. 
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66  2. 

Les  nombres  tétragones  étant  la  même 
chofè  que  les  quarrés,  ils  ne  caufent  au- 
cune difficulté.  Car  fuppofons  le  nombre 
tétragone  donné  = a,  & fa  racine  cher- 
chée = *,  nous  aurons  xx  = a,  & par 
conféquent  x — y/  a ; de  forte  que  la  ra- 
cine quarrée  & la  racine  tétragone  font  la 
même  chofe. 

663, 

PafTons  donc  aux  nombres  pentagones. 

Soit  21  un  nombre  de  cette  efpece  , & 
x fa  racine  } il  faudra  que — 22  , ou 
$xx — x= 44 , ou  xx  = j Ar-j-y.  On  tire 

de  là  x=l  + v/3[  + f,oax=='-^ 


Donc  4 eft  la  racine  pentagone  du  nom- 
bre 22. 

. 664- 

Qu’on  propofe  maintenant  la  queftion  : 
étant  donné  le  pentagone  a , trouver  fa 
racine. 
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Soit  cette  racine  =x , on  aura  l’équa- 
tion ’ =a  , ou  3 xx — x=zia  , ou  xx=l 
x + j i moyen  de  quoi  on  trouve  x 
= r + V^+7  » c’elU-d.  * = tl. 

Lors  donc  que  a eft  un  pentagone  effectif, 
il  faut  que  i 4^  — {—  1 foit  un  quarré. 

Que  330  foit,  par  exemple,  le  penta- 
gone donné,  la  racine  fera  x=  '+^7212 


66  5. 

Soit  à prêtent  a un  nombre  hexagone 
donné  , & qu’on  en  cherche  la  racine. 

Si  on  la  fuppofe  = jc,  on  aura  îxx — x 
t=<z,  ou  xx=zlx-\-~a  ^ d’où  l’on  tire  x 

= ï+Vn+ïa  = 1:JT:±i  Pour 
que  a foit  réellement  un  hexagone  , il  faut 

que  8tz— [—  1 devienne  un  quarré  ; d’où  l’on 
voit  que  tous  les  nombres  hexagones  font 
compris  dans  les  trigonaux  ; mais  il  n’en 
eft  pas  de  même  des  racines. 

Soit , par  exemple , le  nombre  hexagone 
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ïii<  , fa  racine  fera  «j±5ET— llï* 

4 4 

= 25- 

666 . 

Suppofons  a un  nombre  heptagone  , du- 
cjuel  il  foit  queftion  de  trouver  le  côté  ou 
la  racine. 

Soit  cette  racine  = * , on  aura 

a 

= a 9 ou  xx  = ?-  x -{-  ~ a , ce  qui  donne  x 

z=h  + V/£-°  + Ta ■ Kl™ .Tous  les 
nombres  heptagones  ont  par  conféquent  la 
propriété , que  fi  on  les  multiplie  par  40 
& qu’on  ajoute  9 au  produit , la  fomme 
efi  toujours  un  quarré. 

Soit , par  exemple , le  heptagone  2059$ 

on  trouvera  fa  racine  =*:=  11^-22^2.  — I±±!z 


667. 

Qu’on  entende  par  a un  nombre  c£o- 
gone , duquel  on  veuille  trouver  la  ra- 


cine x. 


Qnaura $xx— ix=af  ou  -a* 
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d’où  réfulte  xx='-  + J‘-ir'-a='^1^ 
Tous  les  nombres  oétogones  font  tels,  par 
conféquent,  que  fi  on  les  multiplie  par  $ 
& qu’on  ajoute  l’unité  au  produit,  la  fomme 
efi:  conftamment  un  quarré. 

Soit , par  exemple  , 3816  un  o&ogone  j 

fa  racine  fera  * = = IiI£Z  = 3 6. 

3 3 J 

668. 


Soit  enfin  a un  nombre  n gone  donné, 
dont  il  s agifle  de  déterminer  la  racine  j ou 
aura  cette  équation  : 

Üï2)»-W=a>  ou  (n—i)xx-(n- 4) 

x=x  za  y par  conféquent  xx — +~~i  • 
on  en  tire 


»-4  j \ /-(üL_?)  1 | 

2(/j-a)~r  V'  4(«— a)*  I «-a  * 


ou 


T a(n- 


(n-î) 


I * / (n  4) 1 , 8 («-»)« 

f V^--î)‘+d''-»r’  u 


y «~4+y/8(n-- .)a-f.(a— 43* 

i(n-i) 

Cette  formule  renferme  une  réglé  gé- 
nérale pour  trouver  toutes  les  racines  poly- 
gones pofiibles  de  nombres  donnés. 
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Par  ex.  foit  donné  le  nombre  XX iv  gone 
'■3 009  ; puifque  a eftiri  = 3 009  &: n=  1 4 , 
on  a /z  — 2 = 22  & n — 4=20;  donc  la 

îacine  on  jr  = 22±Z!!~i7  ' 


CHAPITRE  VIII. 

« 

De,  l’ extraction  des  Racines  quarrêes  de s 
Binômes . 


669. 

On  nommef  en  Algèbre  un  binôme  (*)„' 
une  quantité  compofée  de  deux  parties  qui 
font , ou  toutes  affe&ées  du  ligne  de  la 
racine  quarrée  > ou  dont  l’une  au  moins 
renferme  ce  ligne. 

C’elt  par  cette  raifon  que  3 + / 5 


(*)  Quoique  dans  PAlgebre  on  nomme,  en  général 
b’ nome  une  quantité  compofée  de  deux  termes,  M.  Euler 
a jugé  à propos  d’appeler  ainfi  en  particulier  les  expref- 
fions  que  les  Analyses  françois  défignent  par  quantité t 
C/i  parût  commtnfurablcs  t & en  partie  incommtr.J'urabkfl 
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un  binôme  , & pareillement  + i 

6 il  eft  indifférent  que  ces  deux  termes 
foient  joints  par  le  figne-|-ou  par  le  ligne 
— . C’eft  pourquoi  3 — y 5 eft  auffi  bien 
un  binôme  que  3— j— y/ j, 

67O. 


La  principale  raifon  pour  laquelle  ce 9 
binômes  méritent  attention  , c’eft  que  dans 
la  réfoîution  des  équations  du  fécond  degré, 
c’eft  toujours  à des  quantités  de  cette  forme 
qu’on  parvient , lorfque  la  réfoîution  ne 
peut  fe  faire.  Par  exemple  , l’équation  xx 
x=6x — 4 donne  x = 

On  fent  bien  , par  conféquent , que  ces 
formules  doivent  fe  préfenter  fréquemment 
dans  les  calculs  algébriques  ; aufli  avons- 
nous  eu  foin  plus  haut  de  faire  voir  com- 
ment on  doit  les  traiter  dans  les  opérations 
ordinaires  de  l’Addition , de  la  Souftrac- 
tion , de  la  Multiplication  & de  la  Divi- 
fion  j mais  ce  n’eft  qu'à  prêtent  que  nous 
femmes  en  état  de  montrer  comment  on 
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doit  en  extraire  les  racines  quarrées , c’eft- 
à-dire , autant  que  cette  extraélion  eft 
poflible  ; car , quand  elle  ne  l’eft  pas , on 
£è  contente  de  donner  un  nouveau  ligne 
radical  à la  quantité.  La  racine  quarrée  de 

î + y'ieft  v/j+V^ 

671. 

Il  faut  obferver  d’abord  que  les  quarrés 
de  tels  binômes  font  aufiî  des  binômes 
pareils , dans  lefquels  même  un  des  termes 
ell  toujours  rationnel. 

Car , qu’on  prenne  le  quarré  de  a + y/ b , 
on  trouvera  {aa-\-b)-^~ia  \/ b.  Si  donc  il 
s’agiffoit  réciproquement  de  prendre  la 
racine  de  la  formule  ( aa-\-b)-\-ia  \J b , on 
la  trouveroit  = a -j ~\/b  , & il  eft , fans 
contredit , bien  plus  facile  de  s’en  faire  une 
idée  de  cette  maniéré , que  fi  on  avoir  lim- 
plement  mis  encore  le  ligne  y devant  cette 
formule.  De  même  , li  ort  prend  le  quarré 
de  \/a-\-\/b,  on  trouve  (a-\-b)-\-r\/a.b  ; 
donc  réciproquement  la  racine  quarrée  de 


'$6o  Elément 

-)- 1 y/a£  fera  y/ 1-\-  yA , laqueî/e 
fera  pareillement  plus  facile  à faifir,  que 
11  on  le  contentoit  de  mettre  le  ligne  y/ 
devant  la  quantité. 

672. 

Il  s’agit  donc  principalement  de  déter-I 
miner  un  caraélere  qui  puilTe  faire  r econ- 
noître  dans  tous  les  cas  11  une  telle  racine 
quarrée,  a lieu  ou  non.  Nous  commence- 
rons , dans  ce  delfein , par  une  formule 
facile , en  cherchant  û on  peut  aülgner , 
dans  le  fens  que  nous  avons  dit , la  racine 
quarrée  du  binôme  f-j-2  y/ 6. 

Suppbfonsdonc  que  cette  racine  loit  y/ x 
4 ~\f  y i Ie  quarré  en  eft  \!  xy > 

& il  doit  être  égal  à la  formule  5 2 y/d. 

Par  conféquent  la  partie  rationnelle  x~\ -y 
doit  être  égale  à ç , & la  partie  irration- 
nelle 2 \/ xy  doit  être  égale  à 1 y/ 6.  Cette 
derniere  égalité  donne  y/ xy= y/ 6 f Si  xy 
= 6.  Or  puifque  x y 5 , on  a y=f 
& cette  valeur  fubllituée  dans  l'équa- 
tion 
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tion  xy=6 , produira  5 x-\-xx=: 6 , ou  xx 

=i x—6.  Donc  jf=|+/T"^T=i 
= Ainfi  at==3  &y=2,  d’où  nous 
concluons  que  la  racine  quarrée  de  5 + 2 y/6 
eft  y7 3+>/ 2. 

673. 

• Comme  nous  avons  trouvé  ici  les  deu& 
‘équations , I.  ) x-\-y=j  , & II.  ) xyz=  6, 
nous  allons  indiquer  une  voie  particulière 
pour  en  tirer  les  valeurs  de  x & de^y. 

Puifque  x-\-y=  ç,  qu’on  prenne  les 
quarrés  xx-\-ixy-\-yy=.ij  ; faifant  atten- 
tion maintenant  que  xx—ixy~j-yy  eft  le 
quarré  de  x — y , qu’on  fouftraie  de  xx 
~f-  ixy-j-yy=2}  l’équation  xy  — 6 prilè 
quatre  fois  , ou  jixy—14  , afin  d’avoir  xx 
• — ixy~\*yy  = 1 j car  prenant  à préfent 
les  racines  , on  a x — y=  1 ; & x-\-y  étant 
■ = ç , on  trouvera  aifément  x=y  &ty=u 
Donc  la  racine  quarrée  de  ç + iy/ô  eft 

V/}  + V/l- 

Tome  L N n 


1 ■ 
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674.  • 

Confidérons  le  binôme  général  a+ y/ h , & 
fuppofons  fa  racine  quarrée =v/x+y/y,  nous 
aurons  l’équation  (x+y)  + 2 \Zxyz=a-\-y/bi 
ainfi  x +y=a  , & 2 )/xy=zy/b  t ou  4xy=b  ; 
fouftrayant  ce  quarré  du  quarré  de  1 équa- 
tion x -\-y=a , ou  de  xx  -j- 1 xy-\-yy=aa  , 
il  refte  xx — 1 xy-\yyx=aa — b,  dont  la  ra- 
cine quarrée  eft  x — y= \/ aa—b.  Or  a: 
-\-y= a;  nous  avons  donc  x==m.*Yjlzl  & 

y — , & par  conféquent  la  racine 
quarrée  cherchée  de  a-|-  yj b eft  \/ 

4-  \A  - V**~h . 

* * a 

67  b 

^ Nous  conviendrons  que  cette  formule 
: eft  plus  compliquée  que  fi  l’on  eût  rais 
< fimpiement  le  ligne  radical  \/  devant  le 
: binôme  donné  a-^\/  b f & qu’on  eût  écrit 

\/ a-j-  \/  b.  Mais  confidérons  que  ladite 
formule jpeut  fefimplifier  beaucoup,  lorfque 
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les  nombres  a & b font  tels  que  aa — b 
cjev  ient  un  quarré  , puifqu’alors  le  (igné  y/ 
qui  eft  fous  le  ligne  y le  trouve  éliminé. 
Nous  voyons  en  même  temps  qu’on  ne 
peut  extraire  commodément  la  racine  quar- 
rée du  binôme  a-j-y/é,  que  lorfque  aa 
— b=zcc  } car  dans  ce  cas  la  racine  quarrée 

cherchée  elï  y/ ttt  -f-  y/ ~ i & que  li  aa 

— b n’efl  pas  un  quarré  parfait , on  ne  peut 
indiquer  plus  convenablement  la  racine 
quarrée  de  qu’en  mettant  le  ligne 

radical  y/  devant  cette  quantité. 


67  6. 

La  condition  donc  qui  eft  requife  pour 
qu’on  puilfe  exprimer  d’une  façon  plus 
commode  la  raçine  quarrée  d’un  binôme 
a y/é , c’elî:  que  aa — b foit  un  quarré  -, 
& li  on  indique  ce  quarré  par  cc  , on  aura 

pour  la  racine  quarrée  en  queftion  y /“ 
►j-  yY.  11  faut  remarquer  de  plus  que  la 

racine  quarrée  de  a — \J b fera  y/-2--y/ ~ j 

N n 2 
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car , en  prenant  le  quarré  de  cette  formule  ,* 

/ aa-tc 

on  trouve  a — 2 y ~ï~  i or  puilque  cc=zat 
— b , & par  conlequent  aa — cc—b , le 

même  quarré  le  trouve  = a — z y/  b~— a 

-Sî=«-Â 

677. 

Lors  donc  qu’il  s’agit  d’extraire  la  racine 
quarrée  d’un  binôme  tel  que  a + \/  b y la 
réglé  elt  de  fouflraire  du  quarré  aa  de  la 
partie  rationnelle  le  quarré  b de  la  partie 
irrationnelle , de  prendre  la  racine  quar- 
rée du  relie  , & en  nommant  cette  racine 
c , d’écrire  pour  la  racine  cherchée  \/ rp 

±v/?. 

678.  * 

Qu’on  cherche  la  racine  quarrée  de  2 
4V3  , on  a rt=2  & b= 3 j donc  aa  — b 
=cc=i  , &c=i  j ainlî  la  racine  cherchée 

■ ■ 

Qu’il  s agifle  de  trouver  la  racine  quarrée 
du  binôme  u + 6 \/ 2 ? on  aura  a = 1 1 , 
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tk  y/  b=6  y/  2 j par  conféquent  £ =;  3 6 . 2 
= 72  ,&aa — £= 49$  ce  qui  donnée =7  ; 
& il  réfulte  de  là  que  la  racine  quarrée  de 
ii-j-tfy/ieliy/^-J-y/  * , ou  3 + V7*- 

Qu’on  cherche  la  racine  quarrée  de  1 1 
+V 50  : ici  a=i  1 & y/ b = iy/ 30;  par 
conféquent  £=4.  30=1  20 , & aa — £=1  ,‘ 
& c — 1 j donc  la  racine  cherchée  = y/  6 
4 5* 

679. 

Cette  réglé  a lieu  également , lors  même 
que  le  binôme  renferme  des  quantités  ima- 
ginaires ou  impoflibles. 

Soit  propofé,par  exemple,  le  binôme 
i+4V  — 3 , on  aura  a=  1 &:  y/ b—  4 y/ 
— 3,  c’eft-à-dire,  £= — 48  & aa — b—  49. 
Donc  c = 7 , & par  conféquent  la  racine 
quarrée  qu’on  cherche  = y/  4+\/  — 3=2 
.+ \/ — 3* 

Autre  exemple.  Soit  donné — 

— 3 , nous  avonsa  = — 2 ; y/ £=* y/ — 3 , 
& £ = 4 — 1 = — i.  Donc  aa — £ = -4-2 

4 * XJ  4 

In  n 3 


Digitized  by  Google 


"5  66  E L È M E N S 

t=  i , & <r=  i j & le  réfultat  cherché  tff 

Vi+  y/- oui+i/-  }• 

Un  autre  exemple  remarquable  eft  celui 
où  il  s’agit  de  trouver  la  racine  quarrée  de 
. Comme  il  ny  a point  ici  de  partie 
rationnelle , on  aura  ^ — o ; or  |/^=  2 y/ 

■ — i & b=z — 4 , donc  aa  — b=. 4 & ; 

par  conféquent  la  racine  quarrée  qu’on 
cherche  eft\/ i-j-y/ — 1 = 1 — — 1 
en  effet  le  quarré  de  cette  quantité  eft  1 
2 — 1 — 1 = 2 y/  — 1.' 

680. 


Suppofons  encore  qu’il  fe  préfentâc  une 
équation  telle  que  xx  =za+y  b ,îk  que  aa 
' — b fût  = cc  ; on  en  concluroit  la  valeur 

de  x=  y/llf  -f  y/faî  , ce  qui  peut  être 
d’ufage  en  bien  des  cas. 

Soit,  par  exemple,  xx=  17-f- 12/2, 
t>n  aura  3 — y/  8 = 3 — 2.  y 2. 

68l. 

Ce  cas  a eu  lieu  principalement  dans  îaré- 
folution  de  quelques  équations  du  quatrième 
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f 

degré,  par  exemple,  de  x4  = iaxx~\-d. 
Car  fi  l’on  fuppofe  xx=zy,  on  a x4=  yyf 
ce  qui  réduit  l’équation  donnée  à yy  = lay 
& d’où  l’on  tire y=a+\/ aa-yd.  On 
a donc  xx-=.a\y/ aa+d , & par  conféquent 
encore  une  extra&ion  de  racine  à faire. 
Or , puifqu’ici  y/ b = \/aa  + d,  on  aura  b 
:=aa-j-</,&  aa — b—  —d.  Si  donc  — d eU 
un  quarré  comme  cc , c’eft-à-dire  que  d 
= — cc , on  pourra  affigner  la  racine  de- 
mandée. 

Suppofons  qu’effe&ivement  d= — cc,ou 
bien  que  l’équation  du  quatrième  degré 
propofée  foit  x*=ziaxx — cc  , nous  trou- 
verons donc  x =.  4-  ’J  — • 

682. 

Nous  rendrons  plus  fènfible,  par  quel- 
ques exemples,  ce  que  nous  venons  de  dire. 

i°.  On  cherche  deux  nombres  dont  le 
produit  foit  i o 5 , & 'dont  les  quarrés  fadeur 
enfemble  274. 


Nn  4 
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Indiquons  ces  deux  nombres  par  x &y  , 
nous  aurons  les  deux  équations,  I.)  xy 
= i05  , & IL)  xx-\-yy=i74. 

La  première  donne  y=~ , &:  cette  va- 
leur dey  étant  fubftituée  dans  la  féconde 

équation  , nous  avons  xx-\-l-^=  274. 

Donc  x4-ho  J *=2  7 4**,  ou  xA=.tj  ^xx 
1 — 105% 

Si  nous  comparons  maintenant  cette 
équation  avec  celle  de  l’article  précédent, 
nous  avons  20  = 274,  Sc  — cc  = — joj*; 
par  conféquent  c=i  05 , & a=i  37.  Nous 
trouvons  par  conféquent 

x—^îEps±v/nn^=It±4. 

Il  s’enfuit  de  là  que  x eft,  ou=iç, 
ou =7.  Dans  le  premier  cas  y—7  , dans 
le  fécond  cas  y =3 1 5 . Donc  les  deux  nom- 
bres cherchés  font  1 5 & 7, 

683. 

Il  fera  bon  cependant  de  remarquer  que 
ce  calcul  peut  fè  faire  beaucoup  plus  fa- 
cilement d’une  autre  maniéré.  Car  puifque 
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: xx-\-ixy-\-yy  & xx — *xy-\-yy  font  des 
épiarrés , & que  nous  connoiffons  les  va- 
leurs de  xx-\-yy  tk  de  xy , nous  n’avons 
qu’à  prendre  le  double  de  cette  derniere 
quantité , l’ajouter  à la  première  & l’en  fouf 
traire , comme  on  va  voir  : xx-\-yyz=zij4. 
Si  on  y ajoute  ixy=i  1 o , onaxx-{- 1 xy 
-|-yy  1=484,  ce  qui  donne  x-\-y= 12. 

Souftrayant  à préfent  rxy , il  refte  xx 
• — 2xy-]~yy=64,  d’où  l’on  tire  x — ^y=8. 

Ainfi  ix=  30  & iy=  1 4,  & par  con-  . 
féquent  *=15  & y= 7. 

La  queftion  générale  qui  fuit , fe  réfout 
par  la  même  méthode. 

20.  On  cherche  deux  nombres , dont 
le  produit  foit  = mf  & la  fomme  des 
quarrés  = n. 

Si  ces  nombres  font , l’un = x , l’autre 
on  a les  deux  équations  fuivantes  : 
I.)  xyxxm  ,11.)  xx-\-yy—n.  Or  ixy=im 
étant  ajouté  à xx-\-yy=n , on*  a xx~\~i xy 
~]~yy=n-^-im  , & par  conféquent  x -\-y 
5=  \/ 9 - • 


i 
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Mais  fouffrayant  ixy9  il  refte  xx — rxy 
vj-yy  ~n  — i m , d’où  l’on  tire  x — y 
t=v/« — imf  on  aura  donc  x='-^ n+wt 

.+ Ï V n — *mJky==?- y/n+im — \yf n — im. 

. 684- 

* 0-0 

30.  On  cherche  deux  nombres  tels  que 
leur  produit  = 3 5 , & la  différence  de  leurs 
quarrés  = 1 4. 

Soit  le  plus  grand  des  deux  nombres=x 
& le  plus  petit  =y , on  aura  les  deux  équa- 
tions xy=  3 j , & xx — yy— 14»  & les 
mêmes  avantages  n’ayant  pas  lieu  ici,  on 
procédera  par  la  voie  ordinaire.  La  pre- 
mière équation  donne  y = 7,  & , en  fubfr 

tituant  cette  valeur  de  y dans  la  fécondé , 

on  a xx — ~r=ri4.  Multipliant  par  xx  , 
on  a x * — 1225=24xjc,  & x*  = i^xx 
— f-  1 2. 2 5*  Or , le  fécond  membre  de  cette 
équation  étant  affefté  du  ligne  -j-,  on  ne 
pourra  pas  faire  ufage  de  la  formule  donnée 
ci-deffus,  parce  que  cc  étant  = — 1x25  > 
c deviendroit  imaginaire. 
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Quon  faffe  donc  xx  = ^,  on  aura  ^ 
c=  247+  1 nf  » d’où  l’on  tire  {=  iz 

H-\/  144-I-1215 , ou  ^=ü+37;  par  con- 
séquent xx  = 1 2 + 37 , c’eft-à-d.  ou =49 
ou  = — 25. 

Si  on  adopte  la  première  valeur , on  a 

x—7  &y=  5. 

Si  on  adopte  la  féconde  valeur,  on  a 

*=  V^—M  & ^=^.  = ^5=^ 

— 49. 

685. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  la 
queffion  fuivante  : 

4°.  On  cherche  deux  nombres  tels  qu*it 
y ait  égalité  entre  leur  fomm|e , leur  pro- 
duit & la  différence  de  leurs  quarrés. 

Soit  x le  plus  grand  des  deux  nombres, 
& y le  plus  petit  ; il  faudra  que  les  trois 
formules  qui  iuivent  foient  égales  entre 
elles  : I.  ) la  fomme  x-\ -y;  II.  ) le  produit 
xy  i III.)  la  différence  des  quarrés  xx — yy. 
Si  l’on  compare  la  première  avec  la 
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ièconde , on  a x~j-y==xy , ce  qui  donnera 
une  valeur  de  x y car  on  aura  y = xy — x 
•z=x  (y — i),  & x=^.  Par  conféquent 

c’eft-à-dire  que 
la  fomme  eft  en  effet  égale  au  produit; 
& c’eft  à quoi  doit  être  égale  au/5  la  dif- 
férence des  quarrés.  Or  on  a xx — y y 
= — — y y faifant  donc  ceci 

égal  à la  quantité  trouvée  ^ , on 

^ i divifant  par  y y , il  vient  jr, 
— multipliant  par  (y — î )’,  on  a 
^ — 1= — yy-j-  iy  i par  conféquent  y y=y 
-f-  r.  Cela  donne  yz=~+  y j-.-f-  i — ^ 

+ \/{  ou  y = , & on  aura  donc  x 

t+v> 

y,~t’  . • 
Pour  chaffer  la  quantité  fourde  du  déno- 
minateur , on  multipliera  les  deux  ternies 

, par  \/  5 -|- 1 , & on  obtiendra  x ~c-~- 

3+1/5 

r a * 

Réponfe.  Le  plus  grand  des  nombres 
cherchés,  ou  = E±J . & Je  plus  petit, 

Ain/i  leur  fomme  x^-y=i 
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4-  \/  5 *,  leur  produit  xy=i~j- y/ j • Se 
puifque  xx=£^±,  ôeyy =~,  onaaufli 
la  différence  des  quarrés  xx — yy  = z 

-fVj- 

686.  • 


Comme  cette  folution  étoit  allez  longue 
il  fera  bon  de  faire  remarquer  qu’on  peut 
l’abréger.  Qu’on  commence  par  faire  la 
fomme  x-\ -y  égale  à la  différence  des 
quarrés  xx — yy  , on  aura  x-\-y~xx—yy  ; 
& divifant  par  x-\-y  , à caufe  de  xx—yy 
= (:v-J-jy)  ( x — y)  y on  trouve  i—x — y 
& x—y- J-i.  Par  conféquent  x-j-y=iy 
, & xx — yy=iy-\-i  } de  plus  la 
produit  xy  ouyy-j-y  devant  être  égal  à la 
même  quantité  , on  a yy-j-y=zy- h1  > 
ou  yy=y-j-i  , ce  qui  donne,  comme 
çi-deffus , y = . 

687. 

50.  La  queflion  précédente  nous  conduit 
à confidérer  encore  celle-ci  : Trouver  deux 
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nombres  tels , qu’il  y ait  égalité  entre  leur 
fomme  , leur  produit  &:  la  fomme  de  leurs 
quarrés.  : 

Nommons  x & y les  nombres  cherchés  \ 
il  faut  qu’il  y ait  égalité  entre  I.)  x-j- y, 
II.  ) xy  , & Iil.)  xx-\-yy. 

, Comparant  la  première  & la  féconde 
formule , nous  avons  x-\~y=xy , d’où  nous 

tirons  ; par  conféquent  xy  ou  x-\-y 

Or  la  même  quantité  équivaut  à 
xx+yy  y ainfî  nous  avons  —fly—  -j-  y y 
Multipliant  par  y y — fy-J-t,  le 
produit  efl  y*  — iy*  -}-  iyyz=y’  — yy , 
qu  y 4 = y y'  — iyy  ,•  & en  divilant  par 
yy , nous  avons  yy=$y — 3 j ce  qui  donne 

J=7+y/|  — 3 y par  conféquent 

y — 1 = ^^,  d’où  réfulte  *=7^71*  i & 
en  multipliant  les  deux  termes  par  1—  3 9 

le  réfultat  effc  x——~  ou  — ~r-\ 

4 •* 

Réponfe . Donc  les  deux  nombres  cher- 
chés font  x = yp-  y $t  y=  ■■■•'■ ? , leur 
fomme  eft  > ^eur  produit  *y=3  » 
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’ enfin  , puifque  xx  — 3— y~3-  Scyy=z 
la  fomme  des  quarrés  xx  -\-yy  =■  3 . 

» 4f« 

688. 


On  peut  abréger  confidérablement  ce 
calcul  par  un  artifice  particulier , qui  eft 
applicableaufïidans  d’autres  cas.  Il  confifte 
à exprimer  les  nombres  cherchés  par  la 
fomme  & par  la  différence  de  deux 
lettres , au  lieu  de  les  indiquer  par  des 
lettres  {impies. 

Qu’on  fuppofe  , dans  notre  derniere 
queftion , l’un  des  nombres  cherchés =p 
*J-q,  & l’autre  =z=p — q , leur  fomme  fera 
ip  , leur  produit  fera  pp  — qq , & la  fomme 
de  leurs  quarrés  fera  = îpp^iqq , & ces 
trois  quantités  doivent  être  égales  entf elles* 
' Égalant  d’abord  la  première  à la  fécondé, 
on  a ip~pp~qq  , ce  qui  donne  qq=pp—ip. 
Subftituant  cette  valeur  de  qq  dans  la  troi- 
' fieme  quantité , & comparant  le  réfuîtat 
*PP — 4P  avec  ^ première  , on  a ip=+pp 


—4P » d’où  l’on  tire — J. 
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» 

Par  conféquent  qq  =■ — J,  & 
de  forte  que  les  nombres  que  nous  cher- 
chons font/>4~f=  — ^ , & p — ÿ==— 
comme  nous  les  avons  trouvés  ci  deffus. 


CHAPITRE  IX. 

De  la  nature  des  Equations  du  fécond  degré* 

•689.- 

O N a vu  fufEfamment  par  ce  qui  pré- 
, cede , que  les  équations  du  fécond  degré 
font  réfolubles  de  deux  maniérés  : 8c  cette 

m • * 

. propriété  mérite  à tous  égards  d’être  exa- 
minée , parce  que  la  nature  des  équations 
dun  degré  fupérieur  ne  peut  que  recevoir 
par-là  beaucoup  de  jour.  Nous  remonte- 
rons donc  avec  plus  d’attention  aux  caufes 
. qui  font  que  route  équation  du  fécond  degré 

. admet  une  double  folution  : elles  renfer- 

• - - 7 

. ment  indubitablement  une  propriété  effen- 
iiçile  de  ces  équations* 
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690. 

Il  eft  vrai  que  nous  avons  déjà  vu  que 
cette  double  folution  provient  de  ce  que 
la  racine  quarrée  d’un  nombre  quelconque 
peut  être  prife , Toit  pofitive , Toit  négative  ; 
cependant , comme  ce  principe  ne  s’appli- 
queroit  pas  aifément  à des  équations  de 
dimenfions  plus  hautes  , il  fera  bon  de 
développer  clairement  la  même  propriété 
encore  d’une  autre  maniéré.  Nous  pren- 
drons pour  exemple  l’équation  du  fécond 
degré  , xx—i  ix — 3 ) , & nous  donnerons 
une  nouvelle  raifon , par  laquelle  cette  équa- 
tion eft  réfoluble  de  deux  façons , en  ad- 
mettant pour  x les  deux  valeurs  5 & 7 qui 
lui  fatisfont  également. 

691. 

Il  eft  plus  convenable  pour  notre  but , 
de  commencer  par  tranfpofer  les  termes 
de  l’équation  , de  maniéré  qu’un  des  mem- 
bres devienne  o 3 cette  équation  prend  par 
Tome  L O o 
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conféquent  la  forme  xx — n^-|-35=ro^ 
& il  s’agit  à préfent  de  trouver  un  nombre 
tel  que  , lî  on  le  fubflitue  à x , la  formule 
xx  — i ix 3 5 fe  réduifè  effectivement  à 
rien  j il  fera  queftion  après  cela  de  mon- 
ter pourquoi  cela  peut  fe  faire  de  deux 
maniérés. 

i » 

692. 

Or  le  tout  confîfte  ici  k faire  voir  avec 
clarté , qu’uné  quantité  de  la  forme  xx 
— 1 ix~\~  3 5 peut  être  envifagée  comme  le 
produit  de  deux  faéfeurs } ainfi  en  effet  la 
formule  dont  nous  parlons  eiî  compofée 
des  deux  fa&eurs  (x—  5 ) . (x- 7).  Car  puifque 
cette  quantité  doit  fe  réduire  k o , il  faut 
aufîi  que  le  produit  ( x — 5)  .(x — 7)  — c ; 
mais  un  produit , de  quelque  nombre  de 
fa&eurs  qu’il  foit  compofé  , devient  = 0, 
lors  même  qu’un  feul  de  ces  facteurs  fè 
réduit  à o 3 c’efî:  un  principe  fondamental 
auquel  il  faut  faire  attention,  fur-tout  quand 
il  s’agit  d’équations  de  plusieurs  degrés. 
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On  comprend  donc  aifément , que  le 
produit  ( x y ) • (-*■ — 7)  peut  devenir  o de 
deux  façons  : 1 une  , quand  le  premier  fac- 
tfeitr  5=0  j l’autre,  quand  le  fécond 
facteur  Jf—— 7 — — o.  Dans  le  premier  cas 
* = 5 > dans  l’autre  cas  x=7.  La  raifon  eft 
donc  trcs-claire  , pourquoi  une  telle  équa- 
tion xx- — 1 2*~|-  3 ç =0  , admet  deux 
fclutions  $ c’eft-à-dire , pourquoi  on  peut 
afligner  pour  x deux  valeurs  qui  fatisfont 
également  à l’équation.  Cette  raifon  fon- 
damentale confifte  en  ce  que  la  formule 
xx — ï 2X-J-  3 î peut  être  repréfentée  par  le 
produit  de  deux  fa&eurs. 

694. 

Les  mêmes  circonftances  Ce  retrouvent 
dans  toutes  les  équations  du  fécond  degré. 
Car , après  avoir  porté  tous  les  termes  d’un 
ifiême  côté  , on  ne  manque  jamais  de  par- 
venir à aine  équation  dé  la  forme  xx—ax' 

O 0 z 
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-|-^=ro,  & cette  formule  peut  toujours 
être  regardée  pareillement  comme  le  pro- 
duit de  deux  faâeurs  , que  nous  reprélên- 
terons  par  ( x — p)x — q , fans  nous  embar- 
raffer  quels  nombres  font  les  valeurtr  de  p 
& de  q.  Or  ce  produit  devant  être=o 
par  la  nature  de  notre  équation,  il  eû  clair 
que  cela  peut  arriver  de  deux  maniérés  : 
en  premier  lieu  , lorfque  x—p  ; & en  fé- 
cond lieu , lorfque  x ==  q ; & ce  font-là  les 
deux  valeurs  de  x qui  fatisfont  à 1 équation. 

695.  ; 

Voyons  maintenant  de  quelle  nature 
doivent  être  ces  deux  fa&eurs,  pour  que 
la  multiplication  de  l’un  par  l’autre  repro- 
duife  exaéfement  notre  formule  xx — ax 
-\-b.  Nous  trouvons  , en  les  multipliant 
réellement,  xx  — ■*■-}"' pq  > or  cette 

quantité  doit  être  la  même  chofè  que  xx 
— ax-\-b , il  faut  donc  évidemment  que 
p-\-q=a , & pq=.b.  Ainfi  nous  apprenons 
cette  propriété  bien  remarquable,  que  dans 
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toute  équation  de  la  forme  xx — ax- j~£=o, 
les  deux  valeurs  de  x font  telles  que  leur 
fomme  eft  égale  à a , & leur  produit  égal 
à b î d’où  il  fuit  que  , dès  qu’on  connoît 
i’une  des  valeurs , on  trouve  au/fi  l’autre 
facilement.  - ' 

6ç)6. 

Nous  venons  de  conftdérer  le  cas  où  les 
deux  valeurs  de  x font  pofttives , & qui 
exige  que  le  fécond  terme  de  l’équation 
ait  le  ligne  — , & que  le  troifieme  terme 
ait  le  ligne  Conlîdérons  donc  aufîi  les 
cas  dans  lefquels  foit  l’une  ou  toutes  les  deux 
valeurs  de  x deviennent  négatives.  Le  pre- 
mier de  ces  cas  a lieu , lorfque  les  deux 
fa&eurs  de  l’équation  donnent  un  produit 
de  cette  forme  ( x — p)  ( x-j -q  ) ; car  alors 
les  deux  valeurs  de  x font  x=p  & x= — q ; 
l’équation  elle-même  devient  xx  -{-  (q — p) 
x — pq=:o  ; le  fécond  terme  ale  ligne  -f-, 
quand  q eft  plus  grand  que  p , & le  ligne 
— , quand  q eft  plus  petit  que  p ; enfin  le 
troifieme  terme  eft  toujours  négatif,. 

O o 3 
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Le  fécond  cas , où  les  deux  valeurs  de 
x font  négatives , a lieu , lorfque  les  deux 
fa&eurs  font  (*-f -p)  (-r-j-ÿ)  ,•  car  on  a 
x= — p & x= — q ÿ l’équation  elle-même 
devient  xx  -j-  (p-\-q)x-\-pq=o  , où  le 
fécond  comme  le  troifieme  terme  font 
affeétés  du  figne 

697. 

Les  lignes  du  fécond  & du  troifieme 
terme  nous  font  connoître  par  conféquent 
la  qualité  des  racines  d’une  équation  quel- 
conque du  fécond  degré.  Soit  l’équation 
xx....ax  ....6z=  o : fi  le  fécond  & le  troi- 
fieme terme  ont  le  figne  4* , les  deux  valeurs 
de  x font  négatives  j fi  le  fécond  terme  a 
le  figne  — , & que  le  troifieme  terme  ait 
+.  les  deux  valeurs  font  pofitives  ; enfin , 
fi  le  troifieme  terme  affe&e  de  même  le 
figne — , une  des  valeurs  en  queftion  efi 
pofitive.  Mais  dans  tous  les  cas  au  refie  le 
fécond  terme  contient  la  fomme  des  deux 
valeurs , & le  troifieme  terme  contient  leur 
produit. 
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698. 

On  trouvera  très-facile  , après  ce  qui  a 
été  dit , de  former  des  équations  du  fécond 
degré  qui  renferment  deux  valeurs  données 
à volonté.  On  demande , par  exemple , une 
équation  telle  que  l’une  des  valeurs  de  x 
foit  7 , & que  l’autre  foit  — 3.  Qu’on  forme 
d’abord  les  équations  fimples  x~j  & x 
= — 3 enfuite  de-là  celles-ci , x — 7 = 0 
& •*4“3=0  » on  aura  de  cette  maniéré 
les  fa&eurs  de  l’équation  cherchée , laquelle 
devient  par  conféquent  xx — 4X — 21=0* 
Auffi  en  appliquant  ici  ia  réglé  donnée  plus 
haut,  trouve-t-on  les  deux  valeurs  de  x 
fuppofées;  car  li  xx  = 4*  -j-  2 1 , ona  x 
= * + \/ 1 j = 2+  5 , c’eft-à-dire  x = 7,  01* 

t '99 ■ 

Il  peut  arriver  auffi  que  les  valeurs  de 
x deviennent  égales  : qu’on  cherche , par 
exemple , une  équation  où  ces  deux  valeurs 
foient  = 5 , les  deux  faéleurs  feront  ( x — j ) 

Oo  4 
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( x — 5),.&  l’équation  cherchée  fera  xx 
• — 1 ojr-j- 1 5 = o.  Dans  cette  équation  x 
paroît  n’avoir  qu’une  valeur  j mais  c’eft  que 
x fe  trouve  doublement  = 5 , comme  la 
folution  ordinaire  le  fait  voir  pareillement; 
car  on  a jc jc  = 10^ — ; donc  x=$  + \/  o 
= 5+°,  c’eft-à-dire  que  x eft  de  deux 
façons  — 5 . 

700. 

Un  cas  remarquable  fur-tout , & qui 
arrive  quelquefois , c’eft  celui  où  les  deux 
valeurs  de  x deviennent  imaginaires  ou  im- 
polfibles  ; car  il  eft  tout-à-fait  impoftîble 
alors  d’affigner  pour  jc  une  valeur  telle 
qu’elle  fatisfafte  à l’équation.  Qu’on  fe  pto- 
pofe,  par  exemple  , de  partager  le  nombre 
j o en  deux  parties  , telles  que  leur  pro- 
duit foit  30  ; ft  on  nomme  jc  une  de  ces 
parties , l’autre  fera=  1 o — jc  , & leur  pro- 
duit fera  1 o;c  — jcjc  = 3 o ; donc  jc  x = 1 ox 
— 30,  & X—')+\/'—j  , ce  qui  eft  un  nom- 
bre imaginaire  qfti  apprend  que  la  queftion 
£ft  impoftibie. 
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701. 

Il  eft  donc  très-important  de  trouver  un 
figne  auquel  on  puifle  reconnoître  fur  le 
champ  fi  une  équation  du  fécond  degré 
eft  poflible  ou  ft  elle  ne  l’eft  pas. 

Reprenons  l’équation  générale  xx — ax 
*-j-£  = o,  nous  aurons  xx  = ax — b9  & x 

\/~  aa — b.  On  voit  par-là  que  fi  b 
eft  plus  grand  que  '-aa  9 ou  4 b plus  grand 

que  aa , les  deux  valeurs  de  x deviennent 
toujours  imaginaires , vu  qu’il  s’agiroit  d’ex- 
traire la  racine  quarrée  d’une  quantité 
négative  ; & au  contraire , que  fi  b eft  plus 
petit  que  - aa,  ou  même  plus  petit  que  o, 

c’eft-à-dire  que  ce  foit  un  nombre  négatif, 
les  deux  valeurs  feront  pofiibles  ou  réelles. 
Au  refte , qu’elles  foient  réelles  ou  quelles 
foient  imaginaires , il  n’en  eft  pas  moins 
vrai  qu’on  pourra  toujours  les  exprimer, 
& qu’elles  ont  aufii  toujours  la  propriété 
que  leur  fomme  eft  = a,&  leur  produit 
ï=.b.  Dans  l’équation  xx — 6.v-j-io  = Oi 


Digitized  by  Google 


f 8£  E L è M E N s . 

par  exemple , la  Tomme  des  deux  valeurs 
de  x doit  être  = 6 , & le  produit  de  ces 
deux  valeurs  doit  être=  i o } or  on  trouve, 

I)  * — 3 +\/— 1 A11-)  3“ Y^— 

quantités  dont  la  Tomme  = 6 , & le  pro- 
duit— io. 

702. 

J,e  cara&ere  que  nous  venons  de  trouver 
peut  s’exprimer  d’une  maniéré  encore  plus 
générale , & de  Taçon  à pouvoir  même  être 
appliqué  aux  équations  de  cette  forme, 
fxx  + gx-j-Arzro } car  cette  équation  donne 

•**=+7— *=+rf±  Vff— 7»ou 

d’où  Ton  inféré  que  les 

deux  valeurs  font  imaginaires , & par  con- 
féquent  l’équation  impolïible , quand  4 fk 
eft  plus  grand  que  ggf  c’efl>à-dire,  lorfque 
dans  1 équation /xx — gx-\-h=zo , le  qua- 
druple du  produit  du  premier  & du  dernier 
terme  furpafle  le  quarré  du  fécond  terme  j 
car  ce  produit  du  premier  & du  dernier 
terme,  pris  quatre  fois,  efl  4 f/ixx , 3c  le 
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«juarré  du  terme  moyen  eft:  ggxx  ,•  or  fi 
j^f/ixx  eft  plus  grand  que  ggxx  , 4/4  eft 
anfii  plus  grand  que  gg , & dans  ce  cas 
l’équation  eft  évidemment  impoflihle.  Dans 
tous  les  autres  cas  l’équation  eft  poftible , & 
on  peut  afiigner  deux  valeurs  réelles  pour 
je  i il  eft  vrai  que  fouvent  elles  deviennent 
irrationnelles  ; mais  nous  avons  vu  plus  haut 
que  dans  ces  cas  on  ne  laifle  pas  de  pouvoir 
les  connoître  en  approchant  autant  qu’on 
veiit  ; au  lieu  qu’aucune  approximation  ne 
fauroit  avoir  lieu  pour  les  expreflions  ima- 
ginaires, telles  que  y /-t-.j;  car  100  eft 
aulïi  éloigné  d’être  la  valeur  de  cette 
racine,  que  l’eft  1 ou  un  antre  nombre 
quelconque. 


703-....'  : 

Nous  avons  encore  à faire  remarquer 
qu’une  formule  quelconque  du  fécond 
degré,  xx  + ax+b , eft  toujours  néceflaire- 
ment  réfoluble  en  deux  fa&eurs , tels  que 
( x if)  ( x±q).  Car  fi  l’on  prenoit  trois 
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faveurs  pareils  à ceux-là , on  parvieudroif 
à une  quantité  du  troifieme  degré  , & en 
ne  prenant  qu’un  feul  fa&eur  pareil , on 
ne  pafTeroit  pas  le  premier  degré. 

C eft  donc  un  point  qui  eft  au-deflus  de 
toute  conteftation  , que  toute  équation  du 
fécond  degré  renferme  nécefTairement  deux 
valeurs  de  a-  , & qu’il  ne  peut  y en  avoir 
moins  ou  davantage. 

9 

■ • 7°4- 

Nous  avons  déjà  vu  que  quand  on  a 
trouvé  les  deux  fa&eurs , on  connoît  auffi 
les  deux  valeurs  de  a,vu  que  chaque  fac- 
teur donne  une  de  ces  valeurs , quand  on 
le  fuppofe  = o.  L’inverlè  a lieu  pareille- 
ment, c’eft-à-dire  que  dès  qu’on  a trouvé 
une  valeur  de  x , on  connoît  aulïi  un  des 
fa&eurs  de  l’équation } car  fi  x=p  indique 
une  des  valeurs  de  x dans  une  équation 
quelconque  du  fécond  degré , x — p eft  un 
des  faéfeurs  de  cette  équation  ; c’efi-à-dire 
que  tous  les  termes  ayant  été  portés  du 
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même  côté  , i équation  eft  diviftb’e  par 
x — p , & qui  plus  eft , le  quotient  exprime 
l’autre  fa&eur. 

7°5- 

Soit  donnée  , pour  éclaircir  mieux  ce 
que  nous  venons  de  dire,  l’équation  xx 
-J-4X — 21=0,  de  laquelle  nous  favons 
que  jt^=3  eft  une  des  valeurs  de  x , parce 
que  3.  3 -J—  4-3  — 21  = 0;  cela  nous  fait 
juger  que  x — 3 eft  un  des  faéleurs  de  cette 
équation , ou  que  **-{-4* — 2 1 eft  diviftbîe 
par  x — 3 , & en  effet  la  divifion  fuivante 
le  fait  voir. 

a*— 3)  **  -f  4* — 2 1 ( *4-7 
xx — 3 x* 

JX 21 

JX 21 

O. 

Ainfi  l’autre  fafleur  eft  x+7  , & notre 
équation  fe  reprélènte  par  le  produit  ( x— 3 ) 
( x ~\~7  ) 1 o } d’où  s’enfuivent  immédia- 
tement les  deux  valeurs  de  x , le  premier 
fafteur  donnant  x = 3 , & l’autre  ia&eur 
donnant  7. 
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CHAPITRE  X. 

Des  Equations  pures  du  troifieme  degré. 

706.  . 

* 

O N dit  d’une  équatioh  du  troifîàme 
degré , qu’elle  eft  p'arè , lorfque  le  cube  de 
la  quantité  inconnue  eft  égal  à une  quan- 
tité connue  , fans  que  ni  le  quarré  de 
Finconnue  ni  l’inconnue  tnême  le  trouvent 
dans  l’équatiOn. 

jrJ=i  2 5 , ou  plus  généralem’ent  x's=aJ 
x' , font  des  équations  de  ce  genre. 

707. 

11  eft  clair  comment  on  doit  tirer  la 
valeur  de  ^ d’une  telle  équation , vu  qu’on 
n’a  befoin  que  d’extraire  des  deux  côtésla 
racine  cubique.  L’équation  15  donne 

x =5,  l’équation  x'  =a  donne  xz=z 
& l’équation  donne  x=  y \ , ou  x 
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- ■ j ^ , 

= — . Il  Suffit  donc  qu’on  ait  appris  à ex- 

Vb 

traire  la  raciné  cubique  d’un  ilombre  pro- 
pofé , pour  qu’on  Toit  en  état  de  réioudre 
de  Semblables  équations. 

• 708. 

On  n’obtient  de  cette  matière  qu’une 
feule  valeur  pour  x ,•  cependant  toute  équa- 
tion du  fécond  degré  ayant  deux  valeurs , 
on  eft  fondé  à Soupçonner  qu’une  équation 
ou  troifieme  degré  a pareiîlemenr  plus  d’une 
valeur;  il  vaudra  donc  la  peine  d’approU 
fondir  la  chofè , & en  cas  qu’on  trouve 
qu’une  telle  équatiori  doit  avoir  plufieurs 
valeurs  pour  x,  de  déterminer  ces  valeurs, 

709. 

Conftdérons,  par  exemple,  l’éqüatiort 
dans  la  vue  d’en  conclure  tous' 
Ses  nombres  dont  le  cube  eft  8.  Comme1 
jc~i  eft  fans  contredit  un  tel  nombre  , if 
faut , d’après  le  Chapitre  précédent , que" 
la  formule  x1—  8=0 , Soit  néceflairemenr 


Digitized  by  Google 


ÇÇ1  E L à M E N S 

diviftble  par  x — z.  Faifons  donc  cette 
divifion  : 

x — z)*J — 8 (xx-l-zx-fM 

X 3 IXX 

ix  x — 8 

2XX 4JC 

4* — 8 
4* — 8 

o. 

11  s’enfuit  que  notre  équation  x 5 — 8=0 
peut  fe  reprélenter  par  ces  fa&eurs-ci  : 

( X 1)  (jCX,-j-lX'-[-4)  = 0. 

710. 

• Or  la  queftion  eft  de  favoir  quel  nombre 
on  doit  fubftituer  à la  place  de  x , pour  que 
jr5=:8  , ou  que  x ’ — 8 = 0 ; & il  eft  clair 
qu’on  fatisfait  à cette  condition , en  fuppo- 
fant  = o le  produit  que  nous  venons  de 
trouver  ; mais  cela  arrive  non-feulement 
quand  le  premier  fa&eur  x — 2=0,  d’où 
réfulte  * = z , mais  auffi  quand  le  fécond 

fa&eur 
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feaeur^+2^+4— o.  Qu’on  faire  donc 

^+z^-j-4=o,  on  aura  — zx— 4; 
& de  là  *=-*i±  y/—  3 , 


.7 1 1# 

, . Outre  le  cas  donc  oîi  x=i , qui  fimf- 
fait  à 1 équation  x*z=?8  f nous  avons  en- 
core poür  x deux  autres  valeurs  dont  les 
cubes  font  pareillement  8 , & qui  font  : 
I.)*=—  1-fy/— 3 , & II.)  x=—i—y/--jm 
• On  n’en  doutera  plus  i fi  on  prend  les 
cubes  effe&ivement  comme  nous  allons 
faire  : -,  - 

-~J+  V—%  — I—  y/  — 3 

+ y/  3 — I—  y/—? 

1—  y/— 3 ; * ; i-f  y/— j 

— v7 — 3 — 3 • — h 1/ — 3- — 3 


— 2 — 2 y/ — 3 quarré 

— '+  y/— 3 ' 

z+iy/ — 3 
iy/ — 3 +6 


— i+2v/— 3 
— 1—  1/—  3 


2 2y/- 

-f-2y/- 


3 

■3+5 


8 

Tome  I% 


cube. 


8. 


PP 
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Il  eft  vrai  que  ces  deux  valeurs  font 
imaginaires  ou  impoffibles  ; mais  elles  mé- 
ritent cependant  qu’on  y falTe  attention. 

712. 

Ce  que  nous  venons  de  voir  a lien  en 
général  pour  toute  équation  cubique,  telle 
que  *J=a;  on  trouvera  toujours  outre  la 

valeur  x=  , encore  deux  autres  valeurs. 

Qu’on  fuppofe , pour  abréger , y4z=c,  de 
forte  que  a=zc' , notre  équation  prendra 
cette  forme , x 3 — c1  =0 , qui  fera  divifible 
par  x — c , comme  la  divifion  effective  le 
fait  voir  : 

x — f)*’ — O (xx-{-cx-|-cc 

X*  — cxx 

cxx — c1 
cxx  — ccx 

• ccx — c* 

ccx — c* 

9* 
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Par  conféquent  i équation  en  queftion 
peut  être  repréfentée  par  le  produit  ( x—c) 

, qui  eft  en  effet  =o, 
non-feulement  lorfque  x — c=o , ou  x—c, 
mais  auffi  quand  ,r*-}-cx-|-a:=o.  Or  cette 
formule  contient  deux  autres  valeurs  de  x ; ' 
car  elle  donne  xxc=— ex — cc  , üç  x— - 

°Q  x==-Z£Xl , c’eft-à-dire, 


v -\tV~3 

X a a * C* 


. 713- 

Or  comme  # avoit  été  mis  à la  place 

de  y/  a > nous  en  inférons  que  toute  équa- 
tion du  troifieme  degré  , de  la  forme  x* 
, fournit  trois  valeurs  pour  x exprimées 

de  la  maniéré  fuivante  : 

\ 

l.)  x=ÿa,ll)x=--Xpl.J'a, 

On  voit  par-là  que  chaque  racine  cubique 
a trois  différentes  valeurs  $ mais  qu’un© 
feule  eff  réelle  ou  polîible , les  deux  autres 

Pp  * 
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étant  impoflibles.  Cela  eft  d’autant  plus  à 
remarquer , que  toute  racine  quarrée  a deux 
valeurs , & que  nous  verrons  plus  bas  qu’une 
racine  bi- quarrée  a quatre  valeurs  diffé- 
rentes , qu’une  racine  cinquième  a cinq 
valeurs  , & ainfi  de  fuite. 

11  eft  vrai  que  dans  les  calculs  ordinaires 
on  n’emploie  que  la  première  de  ces  trois 
valeurs , parce  que  les  deux  autres  font 
imaginaires  -y  c’eft  ce  que  nous  confirme- 
rons par  quelques  exemples. 

71 4-  . 

Première  quejlion . Trouver  un  nombre 
tel  que  fon  quarré  multiplié  par  fon  quart 
produife  432. 

Que  x foit  ce  nombre , il  faut  que  le 
produit  de  xx  multiplié  par^-r  foit  égal  au 
nombre  431,  c’eft-a-dire  que  ^jr’  = 4j 2 , 
& que  x 1 =:  1 7 1 8 . Qu’on  extraie  la  racine 
cubique,  on  aura  x=ri2. 

Réponfe.  Le  nombre  cherché  eft  i 2 ; car 
fon  quarré  144,  multiplié  par  fon  quart  ou 
par  3 , donne  432, 
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7i  5- 


)97 
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Seconde  quejîion.  Je  cherche  un  nombre 
tel , qu’en  divifant  fa  quatrième  puiffance 
par  fa  moitié , & en  ajoutant  1 4 ^ au  pro- 
duit , il  me  vienne  100. 

Je  nommerai  ce  nombre  x y fa  quatrième 
puiffance  fera  x4  * divifant  par  la  moitié  ~x  3 
j’ai  «’,&  il  faut  qu’en  ajoutant  14^,  la 
fomme  foit  1 00  j j’ai  donc  2x3  -f-  1 4 f 
= 100  j foufl rayant  14  ^,ilrefte  zx’=^  • 
divifant  par  2 , j’ai  = & prenant  la 

racine  cubique,  j’obtiens  enfin  x=z7~9 


716. 

Troifieme  quefllon.  Quelques  Capitaines 
Ce  trouvent  en  campagne  ; chacun  com- 
mande à trois  fois  autant  de  Cavaliers , 8c 
à vingt  fois  autant  de  Fantafiins  qu’ils  font 
de  Capitaines.  Un  Cavalier  reçoit  chaque 
mois  pour  fa  paye  autant  de  florins  qu’il  y 
a de  Capitaines , & chaque  Fantaflin  reçoit 

Pp  3 


Digitized  by  Google 


$9^  £ t È M É H 5 

la  moitié  de  cette  paye  j la  dépenfe  totaîe 
par  mois  eft  de  1 3000  florins*  on  demande 
combien  il  y a de  Capitaines? 

Soit  x le  nombre  cherché  , chaque  Ca- 
pitaine aura  Tous  lui  3*  Cavaliers  & iox 
Fantaflins.  Ainfl  le  nombre  total  des  Ca- 
valiers eft  )xx  y & celui  des  Fanta/Ens  efl 
ïoxx.  Or , chaque  Cavalier  recevant  par 
mois  x florins , & chaque  Fantaflin  rece- 
vant ~x  flor.  la  paye  des  Cavaliers,  à cha- 
que mois , fe  monte  à 3 x1 , & celle  des 
Fantaflins  efl:  iqx'  * ils  reçoivent  donc  tous 
ènfemble  15*’  flor.  & cette  fomme  doit 
équivaloir  à 1 3000  florins  ; on  a donc  i$x* 
= 1 3000,  ou  x3=  iooo,&  x=z  io,nom- 
bre  cherché  des  Capitaines. 

717. 

Quatrième  que (lion.  Quelques  Négociait 
entrent  en  fociété  , & chacun  contribue 
Cent  fois  autant  qu’il  y a d’Aflociés  * ils  en- 
voient un  Faéleur  à Venife  pour  faire  valoir 
Ce  capital  3 ce  Fafteur  gagne  pour  cent 
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(équins  deux  fois  autant  de  fequins  qu’il 
y a d’Intéreffés , & il  revient  avec  i66t 
(équins  de  profit  j on  demande  le  nombre 
des  AfTociés  ? 

Si  ce  nombre  eft  fuppofê:=.r,  chacun 
des  Négocians  affociés  aura  fourni  100# 
(équins  , & le  capital  entier  aura  été  de 
ràoxx  (équins  $ or  le  profit  étant  de  ix 
pour  i oo , le  capital  aura  rapporté  1 xJ  $ 
ainfiiifautlàireix5=2662,ou  ^=1331  ; 
cela  donne  x ==  1 1 , & c’eft  le  nombre  des 
Affociés. 

718. 

• « . • 

Cinquième  quejl.  Une  Payfànne  échange 
des  fromages  contre  des  poules , à raifon 
de  deux  fromages  pour  trois  poules  ; ces 
poules  pondent  chacune  l-  autant  d’œufs 
qu’il  y a de  poules  ; la  Payfanne  vend  au 
marché  iieuf  œufs  pour  autant  de  fous  que 
chaque  poule  a pondu  d’œufs , & elle  tire 
7 2 fous  ; on  demande  combien  de  fromages 
elle  a échangé  ? 

Pp  4 
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Soit  le  nombre  des  fromages  ==  x , celui 
des  poules  que  la  Payfanne  aura  reçues 
en  échange  fera  = £ x , & chaque  poule 
pondant  x œufs  , le  nombre  des  œufs  fera 
=^jocr.  Or  neuf  œufs  fe  vendent  pour } x 
fous , ainfi  l’argent  que  3-  xx  œufs  produi- 
fent , eft  -L  x’ , & il  faut  que  L x'  = 72. 
Par  conféquent  x'=  24. 72=8. 3.8. 9^=8 
.S. 27,  & x=z  1 2 ; c’eft-à-dire  que  la  Pay- 
fanne a échangé  douze  fromages  contre 
dix-huit  poules. 


CHAPITRE  XL 

De  la  réfolution  des  Equations  compUttes 
du  troifieme  degré. 

719. 

Une  équation  du  troifieme  degré  eft  dite 
complctte  f , lorfqu’elle  renferme , ourre  le 
cube  de  l’inconnue , auffi  cette  quantité 
^connue  elle-même , & le  quarré  de  cette 
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quantité  ; de  forte  que  la  formule  générale  r 
pour  toutes  ces  équations , en  portant  tous 
les  termes  d’un  même  côté , eft 
a x1 x1 +cx +d=:  o. 

C eft  à faire  voir  comment  on  doit  tirer . 
4e  telles  équations  les  valeurs  de  * , qu’on 
nomme  aufli  les  racines  de  l’équation , que  . 
nous  deftinons  ce  Chapitre.  Nous  fuppo- 
ferons  qu’on  n’a  aucun  doute  qu’une  telle , 
équation  n’ait  trois  racines , après  que  nous,- 
avons  fait  voir  dans  le  Chapitre  précédent 
que  cela  eft  vrai  à l’égard  des  équations 
pures  du  même  degré. 

72a 

Nous  confidérerons  d’abord  l’équation 
’ x1  — 6xx-\-\\x — 6 = 0;  & de  même 
qu’une  équation  du  fécond  degré  peut  être' 
regardée  comme  étant  le  produit  de  deux  ' 
fa&eurs , on  peut  repréfenter  une  équation 
du  troifieme  degré  par  le  produit  de  trois, 
fafteurs  qui  font  dans  notre  cas , ( x — i ) 
(*— 2)  ( x — 3)  =0;  puifqu’en  les  mul- 
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tipliant  effectivement  on  parvient  à l'équa- 
tion donnée  -,  car  ( x — • i ) . ( x — t ) donne 
xx — & multipliant  cèti  par  * — 3 
on  trouve  x 5 — 6xx-\- 1 1 x — 6 , ce  qui  elt 
en  effet  la  formule  prefrrite , & qui  doit 
être = o.  Or , cela  à lieu  par  conféquent , 
quand  te  produit  ( x — 1 ) ( x — 1)  (je — J ) iè 
réduit  à rien  $ & comme  il  fuffit  pour  cet 
effet  qu’un  feul  de  ces  fa&etirs  foït=o, 
trois  différens  cas  peuvent  donner  ce  réful- 
tat  , favoir  x — 1 = 0 , ou  jc=i  ; en 
fécond  lieu,  x — 2=0,  ou  x=z  -,  & en 
troifieme  lieu,  jt — 3— o,  ou  x=^. 

On  voit  fur  le  champ  auffi,  que  û on 
fubftituoit  à la  place  de  x un  nombre  quel- 
conque, autre  qu’un  des  trois  ci-deffus, 
aucun  des  trois  fafteurs  ne  deviendroit=o , 
& par  conféquent  que  le  produit  ne  de- 
viendroit  pas  o non  plus  ; ce  qui  prouve 
que  notre  équation  ne  peut  avoir  d’autre 
racine  que  ces  trois  racinés-là. 


à 
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721. 

Si  Ton  pouvoit  dahs  tout  autre  cafc 
aflïgner  de  même  les  trois  Faéteurs  d’une 
telle  équation  , ori  auroit  immédiatement 
fes  trois  racines,  Confidérons  donc  d’une 
maniéré  plus  générale  ces  trois  Fa&eurs , x 
—~p9x  — q Xx  — r ; Ci  nous  cherchons  leur 
produit , le  premier  multiplié  par  le  ïecond 
donne  xx — (p~\~<j)  x-\-pq , & ce  produit 
multiplié  par  x— /-Fait  x 3 — r\ 

xx+^Fl+pr+r)  x—pqr. 

Or  Fi  cette  Formule  doit  devenir  =2 o, 
cela  peut  arriver  dans  trois  cas  : le  premier 
eft  celui  où  x — p—o , ou  x=zp  ; le  fécond 
à lieu  quand  x — <7=0,  ou  x = q;  le  troi- 
sième cas  eft  celui  de  *—/•=: o,  ou  de‘ 
X=r. 

722. 

Repréfentons  maintenant  la  Formule  trou- 
vée par  l’équation  x'-^-ctxx+ùx — c=o;  il 
tft  clair  que  pour  que  Ces  trois  racines  foient 
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1.  ) x=p , II.  ) x=q  , III.  ) x=r , il  faut  i 
que  a=p-\-q-\-r , 2°.  que  b—pq-\-pr+qr  , 
& t°.  que  c=pqr.  Ainfi  nous  apprenons 
par-là  que  le  fecond  terme  contient  la 
fomme  des  trois  racines , que  le  troifieme 
terme  contient  la  fomme  des  produits  des 
racines  priles  deux  à deux , en/in  que  le 
quatrième  terme  eft  formé  du  produit  de 
toutes  les  trois  racines  multipliées  les  unes 
par  les  autres. 

Cette  derniere  propriété  nous  préfente 
aufli-tôt  une  vérité  importante  , qui  eA 
qu’une  équation  du  troifieme  degré  ne  peut 
certainement  avoir  d’autres  racines  ration- 
nelles que  des  divifeurs  du  dernier  terme  \ 
car  puifque  ce  terme  eft  le  produit  des  trois 
racines  , il  faut  qu’il  foit  divifible  par  cha- 
cune d’elles.  On  voit  donc  fur  le  champ, 
lorfqu’on  veut  chercher  une  racine  par  le 
tâtonnement,  de  quels  nombres  on  doit 
faire  l’effai  (*). 

t 

- ( * ) On  verra  dans  la  fuite  , que  cette  propriété  efl 
générale  pour  les  équations  d’un  degré  quelconque.  Au 
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Si  nous  conftdérons,  pour  nous  expli- 
quer mieux , l’équation  x:  — x +6  , ou  x 1 
— x — 6— o , comme  cettê  équation  ne 
peut  avoir  d’autres  racines  rationnelles  que 
des  nombres  qui  font  faéfeurs  du  dernier 
terme  6 , nous  n’avons  befoin  d’effayer  que 
les  nombres  i , i $ 3 , 6 , & voici  le  détail 
de  ces  eflais  : 

I.)  Si  x— 1 , on  a i — 1 — (5=-— 6. 

II.)  Si  x=si9  on  a 8 — 2 — 6=0.  - 

III. )  Si  , on  a 2 7 — $ — 6=18.  ' 

IV. )  Si  x=z6  9 on  a 1 *6 — -6 — 6^204. 

Nous  voyons  par-là  que  une 

des  racines  de  l’équation  propofée  , & fâ- 
chant cela  il  nous  eft  facile  de  trouver  les 
'deux  autres  ; car  x = i étant  une  des  ra- 
cines, x — i eft  un  fà&eur  de  l’équation, 
& on  n’a  donc  qu’à  chercher  l’autre-faéleur 
par  la  voie  de  la  Divifion  , ainfi  que  nous 
allons  le  faire  : 

. r ■ « » 

I»  , • »#..! 

relie  comme  ce  tâtonnement  exige  qu’on  conncnfle  tous 
les  divifeurs  du  dernier  terme  de  l’équation  , on  peut 
jivoir  recours  pour  cela  aux  tables  indiquées  à l’art.  66, 
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* * 

x — 2)  jc3  — jc — 6 (xx-j-ax+J 

x3 — ixx 


îxx — x-r-6 
axx — 42: 

3x— 5 

3x — 6 

o. 

* 


Puis  donc  que  notre  formule  fe  repté-  . 
fente  par  le  produit  ( x—  1)  ( xx-f-ix^j) , 
elle  deyiendra=o,  non-feulement  quand 
*-—4=0,  mais  aufS,  quand  xx-J-2x 
^[-3=0.  Or  ce  dernier  facteur  donne  xx 
— . — zx — \ , & par  conséquent  x= — t 
q-y/ — 1.  Ce  font  donc  ici  les  deux  autres 
racines  de  notre  équation , lefquelles  font, 

'à  * • » ' ‘ ” * * 

comme  on  le  voit , impoflibles  ou  ima- 


ginaires. 


723. 


La  méthode  que  nous  venons  d’indiquer," 
n eft  applicable  immédiatement  que  lorfque 
le  premier  terme  x3  eft  multiplié  pari  , 
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& que  lçs  autres  termes  de  l’équation  ont 
pour  coefficiens  des  nombres  entiers.  Quand 
cette  condition  n’a  pas  lieu , il  faut  com- 
mencer par  une  préparation  qui  confifte 
à transformer  l’équation  en  une  autre  qui 
ait  la  condition  requife , après  quoi  on  fait 
l’efTai  que  nous  avons  dit. 

Soit  donnée , par  exemple  , l’équation 
|=o  ; comme  elle  ren- 
ferme des  quarts,  qu’on  faffe  qn 

aura  — ^=^0,  & en  multi- 

pliant par  # , on  obtiendra  l’équation  y* 
— fyy  + 1 iy—6==o  , dont  les  racines 
font , comme  nous  l’avons  vu  plus  haut , 
^=1  ,y=i , y= 3 i d’où  il  s’enfuit  que 
dans  l’équation  propofée  on  a I.) xz=l-  ? 
1L)x=i  , III.)  x=.l. 

■ ■ 724- 

Qu’on  ait  une  équation,  dont  le  pre- 
mier terme  ait  pour  coefficient  un  nombre 
entier  autre  que  1 , & dont  le  dernier  terme 
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foit  i j par  exemple,  6x* — nxx-^-^x 
— i=±:o  j li  on  divife  par  6 , on  aura  x 1 
• « — ^xx-\-x — | = o ; on  pourroit  purger 
cette  équation  des  fra&ions , par  la  réglé 
‘que  nous  venons  de  donner,  en  fuppofànt 
:x— |i  car  on  aurait^— ^+|—!=0i 
& en  multipliant  par  1 1 6 , il  viendroit  jJ 
- — i, yy-\~)6y  — 36  — 0.  Mais  comme  il 
" fèroit  trop  long  de  faire  l’eflai  avec  tous  les 
i divifeurs  du  nombre  3 6 , remarquons  que 
-puifque  le  dernier  terme  de  l’équation  pti- 
t mitive  eft  1 , il  vaut  mieux  fuppofer  dans 
r cette  équation  x=zl-y  car  on  aura  i’équa* 

'tion-^- — — 1=0,  qui  multipliée 

* 1 i _ 

par  %r  donne  6 — 1 ==°>  & en 

tranfpolànt  tous  les  termes , \ 5 — 1 1 \ 

— 6=0.  Les  racines  font  ici  (1 5 8 ) {=1 , 
ç = i,  {=3  i d’où  il  fuit  que  dans  notre 

équation  *=1 , x=j,*==J-. 


715. 
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On  aura  obfetvé  dans  les  articles  précé- 
dcns , que  pour  que  les  racines /oient  toutes 
des  nombres  pofitifs  , il  faut  que  les  lignes 
plus  & moins  fe  fjiivent  alternativement  \ 
moyennant  quoi  l’équation  prend  cette 
forme  , x ’ • — axx  -J-  bx  — c ==  o , dans  la- 
quelle les  lignes  changent  autant  de  fois 
qu’il  y a de  racines  politives.  Si  toutes  les 
trois  racines  eulfent  été  négatives , & qu’on 
eût  multiplié  entr’eux  les  trois  fa&eurs  x-\-p, 
x — <j  f x — j—  r y tous  les  termes  auroient 
eu  le  ligne  plus , & la  forme  de  l’équation 
auroit  été  x’-j-axx-j-Æx-j-cr^o , où  on 
voit  les  mêmes  lignes  fe  fuivre  trois  fois , 
c’elt- à-dire , le  nombre  des  racines  néga- 
tives. 

On  a donc  conclu  qu’autant  de  fois  que 
les  lignes  changent , autant  l’équation  a 
de  racines  politives , & qu’autant  de  fois 
les  mêmes  lignes  le  fuccedent  , autant 
l’équation  a de  racines  négatives  $ & cette 
Tome  I.  Q q 
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remarque  eft  très- importante , parce  qu  o* 
fait  par-là  fi  c’efi:  en  plus  ou  en  moins  qu’on 
doit  prendre  les  divifeurs  du  dernier  terme, 
quand  on  veut  faire  l’effai  dont  nous  avons 
parlé. 

' 72 6. 

Confidérons , afin  d’éclaircir  par  un 
exemple  ce  que  nous  venons  de  dire , 
l’équation  x}  - \-xx — 56  = 0,  dans 
laquelle  les  fignes  chargent  deux  fois , & 
où  ce  n’efi:  qu’une  fois  que  le  même  ligne 
revient.  Nous  concluons  que  l’équation  a 
deux  racines  pofitives  Sc  une  racine  négz* 
tive , & comme  ces  racines  doivent  être 
des  divifeurs  du  dernier  terme  5 6 , il  faut 
qu’elles  foient  comprifes  dans  les  nombres 
± 1 , z,  4,  7, 8,  14,  z8,  5<5. 

Si  nous  faifons  maintenant  x=.i , nous 
avons  8 -j- 4 — d>8— j— 5 ^=0  j d’où  nous  con- 
cluons que  x = z ell  une  racine  pofitive, 
& qu’ainfi  x — z efi:  un  divifeur  de  notre 
équation , au  moyen  de  quoi  nous  trouvons 
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facilement  les  deux  autres  racines  ; car 
divifant  effectivement  par  x — 2 , on  a 
X — 2)  x5-|-  XX — 34x4-56  (XX  -J-3X 28 

X5 2XX 

3 **—34*4.5  6 

txx — 6x 

J » 

— 28x4-56 
— 28x4-56 

O. 

Et  fi  on  fait  ce  quotient  XX4-3X — 28 
=0,011  trouve  les  deux  autres  racines, 

cjui  feront  x= — + f+  — , 

ceff-à-dire  x = 4 & x=— 7 • & tenant 
compte  de  la  racine  trouvée  ci-deffus , 
x=i  , on  voit  clairement  qu’en  effet  l’équa- 
tion a deux  racines  pofftives  & une  néga- 
tive. Nous  donnerons  encore  quelques 
autres  exemples  pour  rendre  la  chofe 
plus  évidente. 

727. 

Première  qucflion.  On  a deux  nombres  , 
leur  différence  eft  12,  leur  produit  mul- 
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tiplié  par  leur  Tomme  fait  14560.  Quels 
font  ces  nombres  ? 

Soit  x le  plus  petit  des  deux  nombres , 
le  plus  grand  fera  x 1 2 , leur  produit , 
= , zx  , multiplié  par  la  fomme  îx 

+ 12, donne  2x’  + 36.xx  + i44*  = i456Oi 
& divifant  par  x , on  a xr-\-i^xx-\-yix 
= 7280. 

Or , le  dernier  terme  7280  eft  trop  grand 
pour  qu’on  puiffe  entreprendre  leflai  de 
tous  les  divifeurs,  & nous  remarquons  qu’il 
eft  divilîble  par  8 * c’eft  pourquoi  on  fera 
x=xy,  parce  qu’après  la  fubftitution  la 
nouvelle  équation,  8 yJ ~}”72J^”f' l44f 
= 7280,  étant  divifée  par  8 , fe  réduira 
à celle-ci,  y'-\~9yy-\-i*>y= 910,  pour 
laquelle  on.  n’a  befoin  d ’effayer  que  les 
divifeurs  1,2,  5,7, 10,  1 3 , &c.  du  nom- 
bre 9 1 o.  Or , il  eft  évident  que  les  premiers, 
1,2,5,  font  trop  petits  j en  commençant 
doncparlaluppofitionde^=7,  on  trouve 
au  fi- rôt  que  c’cft  là  une  des  racines  ; car 
L fubftitution  donne  343+441 +126=910. 
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Il  fuit  que  x ==  1 4 , & on  trouvera  les  deux 
autres  racines  en  divifant  y'  çyy-f- 1 8y 
— 910  par  y — 7 , ce  que  nous  allons  faire  : 

y — 7)jk’+  9jy+ 1 8j— 9 1 0 (yy+ 1 6y+  » 3 0 

y — 777 

1 677+ 1 8 j' — 9 1 o 

, 1 6yy- 1 1 *7 
«307—9 10 
1 307—9 10 

O. 

Suppolànt  maintenant  ce  quotient  y y. 
+ 1 30=0,  on  aura yy= — \6y-  ' 

* 50,  & de  \ky=z — 8+^  — 66  : preuve 
que  les  deux  autres  racines  font  impoflibles. 

Réponfc.  Les  deux  nombres  cherchés  font 
1 4 & 16  ; leur  produit  364  , multiplié  par 
leur  fomme  40 , donne  145  60. 

728. 

Seconde  quejlïon.  Trouver  deux  nom-* 
bres  , dont  la  différence  foit  1 8 , & qui 
fcient  tels,  que  fi  on  multiplie  enfemble  leur 

Qq  3 
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x= 576 , c’eft  le  plus  petit  des  deux  nom- 
bres cherchés;  ainfî  le  plus  grand  eft  1 296 , 
& en  effet  la  racine  quarrée  de  celui-ci , 
ou  36 , multipliée  par  l’autre  nombre  576, 

donne  207  3$. 

# ^ * « « 

: ' 73°* 

j Remarque.  Cette  queftion  admettoit  une 
folution  plus  (impie  ; car  puifque  la  racine 
quarrée  du  plus  grand. nombre,  multipliée 
par  le  plus  petit  nombre , doit  donner  un 
produit  égal  à un  nombre  donné , il  faut 
que  le  plus  grand  des  deux  nombres  foit 
un  quarré.  Si  donc , par  cette  considération  , 
nous  le  fuppofons  = xx , l’autre  nombre 
fera*.*  — 720.  Celui-ci  étant  multiplié  par 
la  racine  quarrée  du  plus  grand  , ou  par  x , 
nous  avons  x} — 720^=20736=64. 27 
.12.  Faifons  *=4 yf  nous  aurons  647’ 
—720.4^=64.27. 1 2 , ou  bien  y' — 457 
= 27.12.  Suppofantdeplusj’=3{,nous 
trouvons  27^  — 135^=27.12,  ou  en 
divifant  par  27,  ^ — 5^=12  , ou  f — 5^ 
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— 11=0.  Les  divifeurs  de  1 2 , font  1 , 2 , 
3 , 4,6,  1 2 } les  deux  premiers  font  trop 
petits;  mais  la  fuppofition  de  {=3  donne 
précifément  17 — 15 — 12  = 0.  Par  confé* 
quent  £=3  ,y=9  & *—36  ; d’où  nous 
concluons  que  le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres cherchés , ou  xx , = 1 296 , & que  le 
plus  petit,  ou  xx — 720,  =57 6,  comme 
ci-deffus. 


731* 

Quatrième  quejlion . On  a deux  nombres, 
dont  la  différence  eft  11  ; le  produit  de 
cette  différence  par  la  fomme  des  cubes , 
eft  1 02 1 44  : quels  font  ces  deux  nombres } ' 
Nommant  x le  plus  petit  de  ces  deux 
nombres , le  plus  grand  eft  x-\ - 1 2 , le  cube 
du  premier  eft  xi , & le  cube  du  fécond 
eft  x'  -\-'$6xx-\-4)zx-\-iji%  ; le  produit 
de  la  fomme  de  ces  cubes  par  la  différence 
1 2 , eft 

1 2 (ixj-\-)6xx+4ïix+  1728)=  102 144; 
divifant  fucceflivement  par  12  & par  2 , on  a 
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x'>  -J-  i8x*-|-  2i6x-f-  864  = 4256 , ou 
-f-  1%XX  -j-  2 i6x  =3392=8.8.53. 
Qu’on  fuppofe  x=i y,  qu’on  fubfiitue 
& qu’on  divife  par  8 , on  aura 

y+9jKy+f4y==8*n=4M. 

Les  divifeurs  du  dernier  membre  font 

I , 2,  4,  8,  53  , &c.  1 & 2 font  trop 
petits  i mais  fi  l’on  fait  y=  4,  on  trouve 
64-|-i444_i  16=424.  De  forte  que  y=  4 
& x = 8 j d’où  l’on  conclut  que  les  deux 
nombres  cherchés  font  8 & 20. 

•732.  . 

Cinquième  quejiion.  Quelques  per/onnes 
forment  une  fociété  & établiffent  un  fonds  , 
auquel  chacune  contribue  dix  fois  autant 
d’écus  quelles  font  de  perfonnes  ; elles 
gagnent  fur  chaque  centième  d ’écus  6 écus 
au-delà  du  nombre  d’écus  égal  à leur  nom- 
bre i le  profit  total  eft  de  392  éciis*  on 
demande  combien  ils  font  d’Afîociés  ? 

Soit  x le  nombre  cherché  ; chaque 
Affocié  aura  fourni  10#  écus,  & tous 
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çnfemble  i oxx  écus  ; & puifqu’ils  gagnent 
x-\-6  pour  cent , ils  auront  gagné  avec  le 

capital  entier , * > ce  CIU  ^ faut  égaler 

à 392. 

On  a donc  — J— r=  39  2.0 , & cri 

faifant  x=i y & divifant  par  8 , y}-\-  y,yy 
= 490.  Les  divifeurs  du  fécond  membre 
font  1 , 2,5,7,10,  &c.  les  trois  pre- 
miers font  trop  petits  $ mais  en  fuppofant 
y=7,on  a 343 ~{—  1 47=490 j de  forte 
que  y=z 7,  & jc  = 1 4. 

Rêponfe,  Il  y avoit  quatorze  AlTociés, 
& chacun  d’eux  a mis  140  écus  dans  la 
malle  commune. 

'733- 

Sixième  quejîion.  Quelques  Négocions 
ont  en  commun  un  capital  de  8240  écus  ; 
chacun  y ajoute  quarante  fois  autant  d’écus 
qu’ils  font  d’Affociés  ; ils  gagnent  avec  la 
fomme  totale  autant  de  fois  pour  cent  qu’ils 
font  d’Alîociés  ; en  partageant  le  profit , il  le 
trouve  qu’après  que  chacun  a pris  dix  fois 
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autant  d’écus  qu’ils  font  d’Affociés , îlrefte 
224  écus.  On  demande  quel  étoit  donc  le 
nombre  de  ces  AfTociés? 

Si  ce  nombre  eft  x , chacun  aura  ajouté 
40X  écus  au  capital  8240  écus  ; par  con- 
féquent  tous  enfemble  auront  ajouté  40** , 
ce  qui  a rendu  le  capital  = 40*x-{- 8240; 
iis  gagnent  avec  cette  fomme  x écus  pour 

cent  i ainfi  le  gain  total  efl  -1  S~A5J: 

° IOO  ' ICO 

x‘  C’eft  de 


$24  2 

— z r - 


=?oJf’+-nr*  , 

cette  fomme  que  chacun  prélevé  iox,  & 
par  conféquent  tous  enfemble  1 oxx , en 
laiflant  un  refte  de  124  écus*  il  faut  donc 
que  le  profit  ait  été  1 oxx-\- 114 , & qu’on 

ait  1 équation  — — j-~-  — 1 oxx  -{-124. 

Multipliant  par  5 & divifant  par  2 , on 
a x'-\-io6x=:i^xx-\-)6o ,o\i  x 1 — i^xx 
+ 2062:  — 560=0  : la  première  forme 
fera  cependant  plus  commode  pour  effayer. 
Les  divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2, 
4,  5, 7,  8 , 10,  14,  16  9 &c.  & il  faut 
les  prendre  pofîtifs  , parce  que  dans  la 
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•féconde  forme  de  l’équation  les  lignes 
varient  trois  fois , ce  qui  donne  à connoître 
avec  certitude  que  toutes  les  trois  racines 
font  pofitives. 

Or  li  l’oneffaye  d’abord  x=i  & x—i, 
il  eft  évident  que  le  premier  membre  de- 
viendroit  plus  petit  que  le  fécond.  Nous 
ferons  donc  l’effai  des  autres  diviteurs. 

Quand  *=4,  on  a 64-1-814  = 400 
>-}-  5 60  , ce  qui  ne  fatisfait  point. 

Quand  x=  5 , on  a 1 25  1030  = 625 

4~$6o , ce  qui  ne  fatisfait  pas  non  plus. 

Quand  xz=z 7,  on  a 3434-1442=1  225 
4~  560  , ce  qui  fatisfait  à l’équation  j de 
forte  que  x =7  en  eft  une  racine.  Cher- 
chons donc  à prêtent  les  deux  autres , en 
divifànt  par  x — 7 la  fécondé  forme  de 
notre  équation. 

*— ■ 7)  x1— 2 ja'x-MoÆx-—  560  (xx—  i8*+8o 

Jf5—  jxx 

— mxx+io6x 

— 1 $xx+ 1 i6x  ' 

80^—560 

%ox—)6o 

ç. 
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Egalant  le  quotient  à zéro  , nous  avons 
xx — i8*-}-8o==o  oujc\r=  i8x — 8o,ce 
quidonne  Jf=9+ 1 , de  forte  que  les  deux 
autres  racines  font  *=8  & x—  10. 

Réponfe.  Trois  réponfes  ont  lieu  pour  la 
queftion  propofée  : fuivant  la  première  le 
nombre  des  Négocians  eft  7 , fuivant  la 
lèconde  il  eft  8 , & fuivant  la  troifteme  il 
eft  i o i le  tableau  fuivant  préfente  la  preuve 
de  toutes  : 

I.  IL  1IL 

— - -J  ■ 

j Nombre  des  Négocians 


Chacun  fournit  40X  .....  280  j 3 20 

Tous  enfemble  ajoutent  40**  1 960  1 1560 

L’ancien  capital  étoit  4 . . . 8240  \ 8240 

Le  capital  entier  etl  40** 

+ 8240 ‘ . 10100 

• 

Ils  gagnent  avec  ce  capital 
autant  pour  cent  qu’ils  font 
d’Alïocié* 714 

Chacun  en  ote  1 o* 70 

Ainfi  tous  enfemble  pren- 

• nent  10  « . 490 

Donc  il  refte  ........  114 


12240 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B R E.  6iy 


CHAPITRE  XII.' 

Ve  la  Réglé  de  Cardan  ou  de  Scipion 
F ERRE  O» 

734- 

X-ORsqu’on  a chafle  les  fraélions  d’une 
équation  du  troifieme  degré  , fuivant  la 
maniéré  enfeignée,  & qu’aucun  des  divi- 
lèurs  du  dernier  terme  ne  fe  trouve  être 
une  racine  de  l’équation , c’eft  une  marque 
certaine  , non-feulement  que  l’équation  n’a 
pas  de  racine  en  nombres  entiers , mais 
qu’une  racine  fraélionnaire  même  ne  peut 
avoir  lieu  ; c’eft  ce  que  nous  allons  prouver. 

Soit  l’équation  x'!  — dxx-\-bx — c=o, 
où  a , b , c , fignifient  des  nombres  entiers  5 
fi  on  vouloit  fuppofer , par  exemple , x—\y 
on  auroit- — — c > or  Ie  premier 
terme  a feul  ici  8 pour  dénominateur  $ tous 
les  autres  font , ou  des  nombres  entiers , 
ou  divifés  feulement  par  4 ou  par  2 , St 
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ne  peuvent  par  conféquent  faire  o avec  le 
premier  terme  : la  même  choie  a lieu  pour 
toute  autre  fraélion. 

73  5.- 

% 

Comme  donc  dans  ces  cas  les  racines 
de  l'équation  ne  font  ni  des  nombres  en- 
tiers , ni  des  fractions , elles  font  irration- 
nelles , ou  même , ce  qui  arrive  fouvenr , 
imaginaires.  Or , la  maniéré  de  les  expri- 
mer alors  & de  déterminer  les  lignes  ra- 
dicaux qui  les  affeéfent , fait  un  point  très- 
important,  & qui  mérite  d’être  expliqué 
ici  avec  foin.  On  attribue  cette  méthode , 
qu  on  nomme  la  réglé  de  Cardan , à Cardan  , 
ou  plutôt  à Scipion  Ferreo  , qui  ont  vécu 
il  y a quelques  fiecles  (*). 

; 736. 

. Il  faut , pour  entrer  dans  l’efprit  de  cette 
-réglé  , confidérer  d’abord  avec  attention  la 

* (*  ) Hiiftoire  de  cette  réglé  , découverte  dans  le  même 

^temps  par  Tjrtaléa,  fe  lit  avec  autant  d’intérêt  que  de 
fruit  dans  Y H ïjlolrc  des  Matherrufiques , par  M.  de  Monvjcl x 

nature 
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nature  d’un  cube , dont  la  racine  eft  un 
binôme. 

Soit  cette  racine , le  cube  en  eft 
-f-  3 aàb-lç-^  abb-]~b'i , & nous  voyons 
qu’il  eft  compofé  des  cAes  des  deux 
termes  du  binôme , & outre  cela  de  deux 
termes  moyens,  ^aab-^-yàbb , qui  ont  le 
fà&eur  commun  3 ah , lequel  multiplie 
l’autre  faéfeur  a-\-b , c’eft-à-dire  que  c es 
deux  termes  contiennent  le  triple  produit 
des  deux  termes  du  binôme , multiplié  par 
la  fomme  de  ces  termes. 

737. 

Qu’on  fuppofe  maintenant  *rr=a-|~£  5 
& qu’on  prenne  de  part  & d’autre  le  cube*, 
on  a x’=a* ^ab(a-j-b).  Or  puif- 
que  a-j-b—x  , on  aura  l’équation  du  troi- 
lieme  degré,  jc,=a3-{-Æ3-f-  ^abx  ou  x* 
=3  5 1 , dont  nous  favons  qu’une 

des  racines  eft  x=za-\-b.  Toutes  les  fois 
donc  qu’il  fe  préfente  une  telle  équation  , 
nous  pouvons  en  aftigner  une  racine 
Tome  /,  R r 


<$z£  E L É M E N S 

Soit  par  exemple,  a=i  & b=  3 , on 
aura  l’équation  jc  5 = » 8at  — }—  3 5 , que  nous 
favons  avec  certitude  avoir  *==5  pour 
racine. 

* 738- 

Que  de  plus  on  fuppofe  à préfent  aJ  z=zp 

&b'=zq  , on  aura  a=\/p  & bx=zy/q, 

par  conféquen t ab  = \/pq  j lors  donc  que 
l’on  rencontre  une  équation  du  troilîeme 

degré  de  la  forme  * 3 = 3 x V P<1  ~\~P  + ? > 

on  -fait  qu’une  des  racines  eft  \//>4"  vV 
Or  on  peut  toujours  déterminer  p 8c  q , 

de  maniéré  que  tant  } y pq  qu ep-\-q  talent 
des  quantités  égales  à un  nombre  donne  ; 
ainfi  on  eft  toujours  en  état  de  réfoudre 
une  équation  du  troifieme  degré,  de  l’elpece 
don*  nous  parlons. 

73  9- 

* Soit  propofée  en  général  l’équation  x1 
=fx-\-gi  il  s’agira  ici  de  comparer /avec 
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3 \/ pq  , Si  g avec  p-\-q  ; c’efl-à-dire  qu’il 
faudra  déterminer  p & q de  maniéré  que 

3 ^ pq  devienne  égal  à f,  & que  p- \-q 
devienne  égal  à g ,*  car  *?us  favons  alors 
qu  une  des  racines  de  notre  équation  fera 

*=  V'/’+^f* 

74°\. 

Nous  avons  donc  à réfoudre  ces  deux 

équations , L ) 3 VW— /• > & IL) />+?— 

La  première  donne  y /pq=t,  &cpq=Q 

= ~P,  & 4 P<l~r7f''  U fécondé  équa- 
tion étant  quarrée,  donne  pp~\~zpq~\~qi 
=ggi  ft  l’on  en  fouftrait  4 pq—^f'  » 011 

a pp—  ipq  +qq=gg—  r7  P > & Prenant 
la  racine  quarrée  de  part  & d’autre  , on 

a p—q=^gg—$f'-  Or  puifque  P + q 

—g,  on  a ipz=z-\-  y/gg  ^/5  » & iq 
=g—\Zgg—r7Pi  Par  conféquent  p=z 

g+\/gg—r7f\  & q=zg—y/gg—T7f* 

z z 

R r 2 
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Toutes  les  fois  donc  qu’on  a une  équa- 
tion du  troilieme  degré  de  la  forme  xz 
z=zfx-\-g,  qqjjs  que  foient  les  nombres 
fôc  g , on  a toujours  pour  une  des  racines 
3 , 3 

x—  y/7+  rj/’-j-^/ g-^gg~  Tï/1  ; 

c’eft-à-dite  une  quantité  irrationnelle  , qui 
renferme  non  - feulement  le  ligne  radical 
quarré  , mais  aulîi  le  ligne  de  la  racine 
cubique  ; & c’eft  cette  formule  qu’on 
nomme  proprement  la  réglé  de  Cardan . 


742. 

Appliquons -la  à quelques  exemples  , 
pour  en  mieux  faire  comprendre  l’ufage. 
Soit  x 1 =6x- j~9  , on  aura  fc=6  & g—  9 5 


amfigg-=8i,/>  = ii6,  & ± f’  = ; 

puis  gg—±f>  = 49,  & \/gg—±f'=7. 

Donc  une  des  racines  de  l’équation  donnée 


eft  * = é T+ 

+ \/,‘=i+i=3. 
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Soit  propofée  cette  autre  équation  jt* 
= 3*-}“2ÿ  on  aura /— 3 &g—i  jpar  con- 
féquent  gg—  4 , />— 17  /’  - 4 j ce 

qui  nous  donne  y/gg — ^/J  = o;  d’où  il 


s’enfuit  qu’une  des  racines  eft 


744- 

% 

Il  arrive  fouvent  cependant  que , quoi- 
qu’une telle  équation  ait  une  racine  ration- 
nelle , on  ne  peut  trouver  cette  racine  par 
la  réglé  dont  nous  nous  occupons. 

Soit  donnée  l’équation  x 5 ==6x4-40,  où 
x=4  eft  une  des  racines.  Nous  avons  ici 
f—6  Si  g— 40  , de  plus  gg—  1 600  & — 
/5  = 32;  ainli  gg  = 1568  r & 

y/ SS—  r7/3  = V^M68  =V/4-4-49-2 
= 28  y/i  i par  conféquent  une  des  racines 

J-yfcïES,  ou 

1 Rr  3 


Digitized  by  Google 


E L à M E k s 


6 30 

X=\/  lO-f- i 4v/2 -|- \/ 20 I 4|/2  ; & 

cette  quantité  eft  réellement  = 4 , quoiqu’à 
la  première  infpeélion  on  ne  s’en  doute 
pas.  En  effet  le*cubede  2 étant  20 
-}-  141 /2  , on  a réciproquement  la  racine 
cubique  de  20-f-t4v/*  égale  à 2-j -\/ii 

3 

de  même  y 20  — 14  y/i=  2 — \/i\  donc 
notre  racine  \/  i-\-i — |/i=4(*). 

745- 

On  pourroit  objeêfcr  à cette  réglé, 
qu’elle  ne  s’étend  pas  à toutes  les  équations 
du  troifieme  degré  , parce  que  le  quarré 
de  x ne  s’y  rencontre  point,  c'eft-à-dite 

( * ) On  n’a  pas  pour  l’extraflion  de  la  racine  cubique 
de  ces  binômes  , des  réglés  générales  comme  pour  l’ex- 
tra&ion  de  la  racine  quarrée  : celles  que  différens  Auteurs 
ont  données  ramènent  toujours  à une  équation  mixte  du 
*roi/îeme  degré  femblable  à la  propofée.  Au  refte , quand 
l'extraélion  de  la  racine  cubique  eft  poflible  , la  fomme 
des  deux  radicaux  qui  repréfentent  la  racine  de  l'équa- 
tion , devient  toujours  rationnelle  , de  forte  qu’on  peut 
la  trouver  immédiatement  par  la  méthode  indiquée  à 
{'article  722. 
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que  le  fécond  terme  manque  dans  l’équa- 
tion. Mais  nous  remarquerons  que  toute 
équation  complette  peut  fè  ‘transformer  en 
une  . autre  où  le  fécond  terme  manque , 
après  quoi  l’on  peut  par  conféquent  appli- 
quer la  réglé. 

Soit  pour  le  prouver,  l’équation  com- 
plété x' — 6xx+ 1 1 x — 6=0.  Si  l’on  prend 
ici  le  tiers  du  coefficient  6 du  fécond  terme, 
& qu’on  faffe  x — z=y , on  aura 

x=y+1>  xx=yy+4y+4,  & 
xy=y'-\-6yy- J-i  îy- f-8  , par  conféquent 

x'— y'+àyy+i  iy+  8 
— 6xx=  —6yy—zyy—ij± 
— |-I  IAT=  -fIiy+22 

— 6=  -6 

x1 — 6xx+iix — 6=y5  — y. 

On  a donc  l’équation  y1 — y=o , dont 
la  réfolution  eft  manifefte,  puilqu’on  voit 
fur  le  champ  qu’elle  eft  le  produit  des  fac- 
teurs y (yy—i)=y  (y-\- 1 ) (y — 1 ) =0. 

Si  l’on  fait  maintenant  chacun  de  ces 
fa&eur  s =0 , on  a 

Rr  4 . 
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i.cy=°,  ^^=-1,  I1Lî>=*i 

[x~l,  . (*  = I, 

c’eft-à-dire , les  trois  racines  trouvées  déjà 


plus  haut. 


746. 


Soit  donnée  à préfent  l’équation  géné- 
rale du  troifieme  degré,  x' -\-axx-j-bx 
+,=0,  de  laquelle  il  s’agiffe  d'éliminer 
le  fécond  terme. 

On  ajoutera  pour  cet  effet  à x le  tiers 
du  coefficient  du  fécond  terme , en  con- 
fervant  le  même  ligne  , & on  écrira  pour 
cette  fomme  une  nouvelle  lettre,  par  exem- 
ple, y ; de  forte  qu’on  aura  x-\-^a=.y  y 
& x-y--a , d’où  réfulte  le  calcul  fuivant  : 
x=zy  — '-a,  xx  =yy — ty+'-aa  , 

& x’=y>  — ayy+'-aay—^a' } 
par  çonféquent 

x’=yJ  -ayy+ùay—^a1 
axx=  +ayy-±aay-\-'-a' 
bxz=,  + by  — -ab 

c~ "H 

7’—  ^)j  + 77a5—  j-a£-{-c  = 0, 


Digitized  by  Google 


D*  A L G S B R E. 

équation  dans  laquelle  le  fécond  terme 
manque. 


747- 

Nous  fommes  en  état , moyennant  cette 
transformation , de  trouver  les  racines  de 
toutes  les  équations  du  troiffeme  degré; 
l’exemple  qui  fuit  en  fournira  une  preuve. 

L’équation  propofée  eft  x*  — 6 xx  1 3 x 
— 11  = 0. 

Il  s’agit  d’abord  de  chafler  le  fécond 
terme  ; on  fera  pour  cet  effet  x — 1 =y , 
& on  aura  x=y  +i,xx  =zyy  + 47 + 4 > 
& x1=yi  -j-  6yy- 1- 1 ty-\-  8 ; donc 

*'  = y'  +6ar+l2J+  8 

—6xxz=z  — 6yÿ  iaj — 14 
+ 13*=  -\-i}y-\-i6 

— 1 2 — — 12 

y'+  y — * — ° 

ou  y'  — — y- {-2. 

Si  on  compare  cette  équation  avec  la 
formule  x'=fx  -ïg , on  a f= — 1 , g=  2 ; 


$34  È L é M e Ar  S 

àoncgg=4  , & i;  de  plus  gg 

-4/’= 4+z=%>  & Vgs-y' 

= y ^ = A~-  > par  conféquent 
3 


vm+vc^i. 


ou 


9+ii^îi 
9 


W‘+iT1+V/‘-î-Ti  = V'1 

îfV^F  = + fëfi  = 

y/i7~j~6\/  2 1 — t>Ÿ  11  i & if 

refte  à fubftituer  cette  valeur  dans  x=y 

k+2' 


748. 

Nous  Tommes  parvenus  dans  la  folution 
de  cet  exemple,  à une  quantité  double- 
ment irrationnelle  $ mais  il  ne  faut  pas  en 
conclure  fur  le  champ  que  la  racine  eft 
irrationnelle , parce  qu’il  pourroit  arriver 
par  un  heureux  hafard , que  les  binômes 
27 +6y/ 21  fufient  des  cubes  effe6Kfs;& 
c’efl:  auffi  ce  qui  a lieu  ici  * car  le  cube 

\ 
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dévêtant l!£f!L= +6y/u,  il 
fuit  que  la  racine  cubique  de  17  -f-6v  11 
cil  , & que  la  racine  cubique  de  27 
*—6^/21  Cela  fait  donc  que  la 

valeur  trouvée  pour  y , devient  y =| 

C^T)  +r  (^)  = r+r=  1.  Or  puif- 
que  y — 1 , nous  avons  x =3  pour  une  des 
racines  de  l’équation  propofée  , & les  deux 
autres  fe  trouveront  en  divifant  l’équation 
par  x — 3. 

9C 3)*’ 6xX-{-  I 3 AT 12  (xx 3*+4 

X1 }XX 

3 I 3 AT 12 

*—  3 xx  + 9X 

— 1111,1  ■ ■'■■■■■» 

4x — 12 
4x — 12 

O. 
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Et  en  égalant  à o le  quotient  xx — 3*4-4  ; 
l’on  a xx  — 3* — 4,  & x=  ~ + 
=l±\/ — Z=^!±2.  Ce  font  les  deux 
racines  en  queftion , mais  elles  font  ima- 
ginaires. 

749- 

C’eft  par  hafard , comme  nous  l’avons 
remarqué , qu’on  a pu , dans  l’exemple 
précédent , extraire  la  racine  cubique  des 
binômes  trouvés  , & ce  cas  n a lieu  que 
lorfque  l’équation  a une  racine  rationnelle  , 
& que  par  confequent  on  emploie  avec 
plus  de  facilité , pour  trouver  cette  racine  , 
les  réglés  du  Chapitre  précédent.  Mais 
quand  aucune  racine  rationnelle  n’a  lieu, 
il  n’eft  pas  poflible  au  contraire  d’exprimer 
autrement  la  racine  qu’on  trouve , qu’en 
fuivant  la  réglé  de  Cardan  ; de  forte  qu’il 
eft  impoffible  alors  d’appliquer  des  réduc- 
tions. Par  exemple  , dans  l’équation  x* 
= 4 » on  a /==6  & g— 4 i de  forte 


Digitizad  by  Google 


6)7 


D*  A L G E B R E. 

que  x = \/ 2— (-ij/—  i \/ 2 — — i , 

ce  qui  ne  peut  s’exprimer  d’une  maniéré 
différente  (*). 

(*  ) On  a dans  cet  exemple  P plus  petit  que  gg 
ce  qui  eft  le  cas  très-connu  fous  le  nom  du  cas  trrèduc - 
ùble  du  troijieme  degré , & qui  eft  d’autant  plus  remarqua- 
ble , qu’alors  toutes  les  trois  racines  font  toujours  réelles. 
On  ne  peut  dans  ce  cas  faire  ufage  de  la  formule  de 
Cardan  , qu’en  y appliquant  des  méthodes  d’approxima- 
tion , par  exemple , en  la  transformant  en  une  férié  infinie.' 
M.  Lambert  a donné  dans  l’ouvrage  cité  à l’article  40 
des  tables  particulières  qui  fervent  à trouver  facilement 
les  valeurs  numériques  des  racines  des  équations  du  troi- 
fieme  degré  , tant  dans  le  cas  irréduéhble  que  dans  les 
autres  cas.  On  peut  aufli  employer  pour  cet  ufage  les 
tables  ordinaires  des  finus.  Voyez  l 'Agronomie  fphcrique 
de  M.  Mauduit , imprimée  à Paris  en  176$. 

Au  refte  , il  ne  faut  pas  chercher  dans  cet  Ouvrage  de 
M.  Euler  , tout  ce  qu’il  y avoit  à dire  fus  les  réfolutions , 
foit  direéies , foit  approchées  , des  équations.  Il  avoit  à 
traiter  encore  trop  d’objets  curieux  & importans , pour 
s’appefantir  fur  ces  matières  ; mais  qu’on  confulte  Y Hif- 
toire  des  Mathématiques  , Y Algèbre  de  M.  Clairaut , le  Cours 
de  Mathématiques  de  M.  Beput,  & les  derniers  volumes 
des  Mémoires  des  Académies  des  Sciences  de  Paris  & 
de  Berlin  , on  y trouvera  à peu  près  tout  ce  quon  fait 
aujourd’hui  fur  la'  réfolution  des  équations. 
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CHAPITRE  XIII. 

De  la  réfolution  des  Equations  du  quatrième 

degré, 

750. 

Lorsque  la  plus  haute  puiftance  de  la 
quantité  x monte  au  quatrième  degré  , on 
a des  équations  du  quatrième  degré  3 & la 
formule  générale  en  eft 

x4  -j-  a x’  b xx  -{-  ex  -}-  d=  o. 

Nous  confidérerons  en  premier  lieu  les 
équations  du  quatrième  degré  pures  , dont 
la  formule  eft  Amplement  x4=/\  & dont 
on  trouve  aufîi-tôt  la  racine  en  prenant  de 
part  & d’autre  la  racine  bi-quarrée  , pui£ 

4 / 

qu’on  obtient  x=yf. 

75i- 

Comme  *4  eft  le  quarré  de  xx , on  fc 
facilite  beaucoup  le  calcul  en  commençant 
par  extraire  la  racine  quarrée  , car  on  aura 
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alors  xx  — y/ f:  & prenant  enfuite  de  nou- 
veau la  racine  quarrée  , on  a x 

de  forte  que  y/  f n’eft  autre  chofe  que  la 
racine  quarrée  de  la  racine  quarrée  de  f. 

Si  on  avoit , par  exemple , l’équation 
x*  = 2401 , on  auroit  d’abord  xx—^y  t 8c 
après  cela  x — y. 


752. 

Il  eff  vrai  que  voilà  feulement  une  ra- 
cine , & cependant  puifqu’on  trouve  tou- 
jours trois  racines  cubiques  , il  n’eft  pas 
douteux  que  quatre  racines  ne  doivent  avoir 
lieu  ici  j mais  remarquons  que  la  méthode 
indiquée  ne  laiffe  pas  de  donner  en  effet 
ces  quatre  racines.  Car  dans  l’exemple  ci- 
deffus  on  a non-feulement  je =49  , mais 
aufli  x= — 49  ; or  la  première  valeur  donne 
les  deux  racines  x=j  & x= — 7 , & la 
féconde  valeur  donne  x=\/—  49=7  y/ — 1 , 
& x =■ — y/  — 49  — — 7 y/ — 1 . Et  voilà 
les  quatre  racines  quarré-quarrées  de  2401. 
11  en  feroit  de  même  à l’égard  d’autres 
nombres. 


753- 

Après  ces  équations  pures  viennent  darti 
Tordre  celles  où  le  fécond  & le  quatrième 
terme  manquent , & qui  ont  la  forme  x 4 
o.  Elles  font  réfolubles , fui- 
vant  la  réglé  , pour  les  équations  du  fé- 
cond degré  j car  fi  Ton  fait  xxz=y  , on  a 

yy+fy+g=°>  °^yy=—fy—s>  d’où 


l’on  tire  

i r,  Z /±vffl-4g_  • 

y=—d±\<JJ—g—  ï » 


or  xxx=zy  i ainfi  x = + \J 

les  figues  doubles  + indiquent  toutes  les 

quatre  racines. 

* 754- 

Mais  fi  l’équation  contient  tous  les  termes 
poffibles,  on  peut  toujours  la  regarder 
comme  le  produit  de  quatre  feéleurs.  En 
effet  fi  l’on  multiplie  entr’eux  ces  quatre 
fo&eurs , (x—p)  (x — </)  ( x — r)  ( * — J), 
on  trouve  le  produit*4  — 

*'  + (P<1  +Pr+Pf + ?'+?/+'/)  xx—(pqr 

+ 
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'*\-pqf+prf+qrJ)  x+pqrf,  & cette  formule 
ne  peut  devenir  égale  à o , que  lorfqu’un 
de  ces  quatre  fa&eurs  eft  = o.  Or  , cela 
peut  arriver  en  quatre  maniérés  : I.  ) quand 
x—p,  IL  ) quand  x=ccj , 111.  ) quand  x=.r9 
IV.)  quand  x=f  ,*  & ce  font- là  par  con*» 
féquent  les  quatre  racines  de  l’équation. 

75  5. 

Si  nous  confidérons  cette  formule  avec 
quelque  attention , nous  remarquons , dans 
le  fécond  terme  , la  fomme  des  quatre 
racines,  multipliée  par — x ’ ,•  dans  le  troi- 
fieme  terme , la  fomme  de  tous  les  produits 
poflïbles  de  deux  racines,  multipliée  par 
xx  ; dans  le  quatrième  terme,  la  fon\me 
des  produits  des  racines  multipliées  trois 
à trois , multipliée  par  — x ; enfin  dans  le 
cinquième  terme , le  produit  de  toutes  les 
quatre  racines  multipliées  enfemble. 

756. 

Comme  le  dernier  terme  contient  le 
produit  de  toutes  les  racines , il  eft  clair 
Tonu  /.  S s 
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qu’une  telle  équation  du  quatrième  degré 
ne  peut  avoir  une  racine  rationnelle  qui 
ne  l'oit  en  même  temps  un  divifeur  du 
dernier  terme.  Ce  principe  fournit  donc  un 
moyen  facile  de  déterminer  toutes  les 
racines  rationnelles , lorfqu’il  y en  a , puii- 
qu’on  n’a  qu’à  fubftituer  fuccefiivement  à 
* tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  , ju£ 
qu’à  ce  qu’on  en  trouve  un  qui  fatisfaffe  à 
l’équation  ; car  ayant  trouvé  une  telle 
racine  , par  exemple,  x=p , on  n’a  quà 
div  iler  l’équation  par* — p%  après  avoir  porté 
tous  les  termes  du  même  côté  , & fuppofèr 
cnfuite  le  quotient=o;  on  obtiendra  une 
équation  du  troifieme  degré,  qu’on  pourra 
réfoudre  par  les  réglés  données  ci-deffus* 

757-  • 

Or , il  eft  abfolument  nécefTaire  pour  cela 
que  tous  les  termes  confident  en  des  nom- 
bres entiers , & que  le  premier  n’ait  que 
l’unité  pour  coefficient  j toutes  les  fois  donc 
que  quelques  termes  renferment  des  tfaç* 
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tlons , il  faudra  commencer  par  éliminer  ces 
fraélions , & c’c-ft  ce  qu’on  peut  toujours 
faire  en  fubftituant  au  lieu  de  x la  quan? 
tité  y divifée  par  un  nombre  qui  renferme 
tous  les  dénominateurs  de  ces  fraéïions. 


Par  exemple , fi  l’on  a l’équation  x 4 — \ 

, comme  on  y 
rencontre  des  fraéficns  qui  ont  pour  dé- 
nominateurs 1 , 3 & des  puiflances  de  ces 
nombres  , on  fuppofera  x = & on  aura 


y _ | \yy 

6*  61  » 


+ ^§=0,  équa- 


tion qui  multipliée  par  64  devient  j4 — 3 yz 
*4»  1 iyy  — 1 6 iy  -j-  7 2 = o. 

Si  l’on  vouloit  chercher  maintenant  û 


cette  équation  a des  racines  rationnelles  , 
il  faudroit  écrire  à la  place  de  y fuccef- 
fivement  les  divifeurs  de  72 , afin  de  voir 
dans  quels  cas  la  formule  fe  réduiroit  réel- 
lement à 0. 


S s 2 
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7*8. 

Mais  comme  Jes  racines  peuvent  être 
aufii  bien  politUes  que  négatives , il  fau- 
droit  avec  chaque  divifeur  faire  deux  elfais, 
l’un  en  fuppofant  ce  divifeur  politif , l’autre 
en  le  regardant  comme  négatif -,  cependant 
une  nouvelle  remarque  en  difpenfe  fou- 
vent  (*).  Toutes  les  fois  que  les  fignes 
& — fe  fuivent  régulièrement , l’équation 
a autant  de  racines  politives , qu’il  y a de 
changemens  dans  les  lignes  -,  & autant  de 
fois  que  les  mêmes  lignes  reviennent  fans 
interruption  , autant  l’équation  a de  racines 
négatives.  Or  , notre  exemple  contient 
quatre  changemens  de  lignes  & aucune  fuc- 
celïion  ; ainli  toutes  les  racines  font  poli- 
tives , & on  n a pas  befoin  de  prendre  aucun 
des  divifeurs  du  dernier  terme  en  moins. 

(*)  Cette  réglé  eft  générale  pour  les  équations  de 
tous  les  degrés  , pourvu  qu’il  n’y  ait  pbint  de  racines  | 
imaginaires  ; les  François  l’attrib  lent  à Defiartes  , les 
Anglois  à Harriot  ; mais  M.  l'abbé  de  Gua  eft  le  pre- 
mier qui  en  ait  donné  une  démonftration  générale.  Voyea 
]es  Mcm,  de  l'Academie  des  Sciences  de  Paris , pour  1741* 
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Soit  donnée  l’équatiôn  x4-^-ix'>  — ’jxx 
- — Sx  ~|- i 1 = o.  ' 

• Nous  voyons  ici  deux  changemens  de 
fignes , mais  auffi  deux  fuccefïions  ; d’où 
nous  concluons  avec  certitude  , que  cette 
équation  contient  deux  racines  pofïtives  Sz 
autant  de  racines  négatives , qui  doivent 
toutes  être  des  divilèurs  du  nombre  i 2. 
Or  ces  divifeurs  font  1,2,3,4,6,12; 
qu’on  effaye  donc  d’abord  jc  = — i , on 
parviendra  réellement  à o;  donc  une  des 
racines  eft  Arm:  1. 

Si  l’on  fait  enfuite  #= — 1 , on  trouve 
— 2 — 7_|_g_j_j  z~z , — 9==i  2 ; ainïi 
x=:  — 1 n’eft  pas  une  des  racines.  Qu’on 
fafTe  après  cela  at=2  , on  trouve  de  nou- 
veau la  formule  =o,&  par  conféquent, 
pour  une  des  racines,  x=z  1 ; maisjy  = — 2 
au  contraire  ne  le  trouve  pas  être  une  ra- 
cine. Lorfqu’on  fait  enfuite  .*=3  , on  a 
8 i-j-5 4.-63 — 24-^12=60,  c’eft-à-dke 

Ss  3 
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que  cette  fuppofition  ne  fatisfait  pas  *,  au 
lieu  que  jc— — 3 , donnant  81  — 54 — 63 
-j-  24-j-  1 1 =0  > eft  évidemment  une  des 
racines  qu’on  cherche.  Enfin , quand  on 
aura  clfayé  x== — 4,  on  verra  pareille- 
ment l'équation  fe  réduire  à zéro  , de  forte 
donc  que  toutes  les  quatre  racines  font 
rationnelles , ôc  ont  les  valeurs  fuivantes  ; 
},)  x=i  9 II.)  x—i , III.)  x= — 1 ,1V.) 
x~ — 4;  & conformement  à la  réglé 
donnée  ci-dcfTus,  deux  de  ces  racine^  font 
pofitives , &l  les  deux  aunes  font  négatives. 

760. 

Mais  aucune  racine  ne  pouvant  être 
déterminée  par  certe  voie  , lorfque  les 
racines  font  toutes  irrationnelles,  il  a fallu 
fonger  à des  expédier.s  pour  exprimer  les 
racines  dans  ce  cas.  On  y a réufîi  au  point 
' qu'on  a découvert  deux  routes  différentes 
pour  parvenir  à la  connoiffance  de  fem- 
blables  racines,  quelle  que  foit  la  nature 
de  l’équation  du  quatrième  degré. 
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H fera  bon , avant  que  d’expliquer  ces 
méthodes  générales , que  nous  donnions 
les  folutions  de  quelques  cas  particuliers  , 
lefqueiles  peuvent  fouvent  s’appliquer  très- 
utilement. 

761. 

Lorfque  l’équation  eft  de  nature,  que 
les  coefficiens  des  termes  fe  fuivent  de  la 
même  maniéré , tant  dans  l’ordre  direét 
des  termes , que  dans  l’ordre  rétrograde  , 
comme  il  arrive  dans  l’équation  fui- 
vante  (*)  : 

x4  -|-r  mx'  -J-  nxx  -J- mx -j-i  = o , 
ou  dans  cette  autre  équation  qui  eft  plus 

(*)  On  peut  nommer  ces  équations  réciproques  , parce 
qu'elles  ne  changent  point  en  y mettant  — à la  place  de 
x.  Il  fuit  de  cette  propriété  que  fi  a , par  exemple , eft 
une  des  racines  , ~ en  fera  une  aufti  ; c’cft  la  raifon  pour- 
quoi ces  fortes  d’équations  peuvent  fe  réduire  à d'autre» 
équations  , dont  le  degré  eft  plus  petit  de  la  moitié.  M. 
de  Moivre  donne  dans  fes  Mifccllanea  analydca  , p.  71 
des  formules  générales  pour  la  rédu&ion  de  ces  fortes 
d’équations , de  quelque  degré  quelles  foienu 

S s 4 


générale 
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*•+  max'i  + rtaaxx-\-ma 3 x -j— 

On  peut  toujours  regarder  une  telle  for- 
mule comme  le  produit  de  deux  fa&eurs, 
qui  font  des  formules  du  fécond  degré  , & 
qu’on  réfout  facilement.  En  effet , qu’on 
reprélénte  cette  derniere  équation  par  le 
produit  ( xx~\-pax-\-aa ) (xx-\-qax  -j-aa) 
= o , où  il  s’agiffe  de  déterminer  p & q 
de  maniéré  qu’on  obtienne  l’équation  fuf- 
dite  , on  trouvera , en  effeéfuant  la  multi- 
plication , a:4  — }—  (/>— )—  ^)  ax'-\-  (pq-iç-i') 
aax  x-\-{p~\-q  ) a’ at -}- a4  = o ; & pour 
que  cette  équation  foit  'la  même  que  la 
précédente,  il  faut  i°.  que  p-\-q=m , 
l°.  que  pq-\-i=zn , & par  conféqucnt 
que  pq=n  — 2. 

Maintenant , quarrant  la  première  de  ces 
égalités  , on  a pp  -j-  ipq  -|-  qq  =mm  ; fi  on 
fouflrait  de  ceci  la  fécondé  prife  quatre 
fois,  ou  4pq—4?i — -8  , il  refie  pp — îpj 
<Jç-qq=mm — 4/z— j—  8 j & prenant  la  racine 
quarrée , on  trouve  p — q—\  mm — 4/2+S. 
Or  p-\-qx=m , on  aura  dionc  par  l’addition , 
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2p—m+\/mm — 4/2+8  , ou p—-^-m™~An^  ; 

&parlafouftra£Hon,  iq=m—\/ mm— 4/24-8 

ou  q—m~ v/'  ''  ~ 47  Ayant  dono  trouvé 

p & q > on  n’a  plus  qu’à  fuppofer  chaque 
fa&eur  = o ; afin  de  déterminer  les  valeurs 
de  x : le  premier  donne  xx-\-pax-\-aa 
= O , ou  xx = — pax  — aa  , d’où  l’on  tire 

*■=— ■ Z1  + \/pf“—  aa  , ou  x=—p-  + - 

a \/pp  — 4 ^ le  fécond  fafteur  donne  * 

= — ^ + ~a\/  qq  — 4;  & ce  font-là  les 
quatre  racines  de  l’équation  propofée. 

; ' 762.  ‘ 

Pour  rendre  cet  article  plus  clair,  fbit 
donnée  l’équation  x4  — 4X5 — 3 xx  — 4X 
-f-  1=0.  Nous  avons  ici  a= 1 , m= — 4, 
n= — 3 ; par  confisquent /rc/rc — 4/2-j-8— 36, 
& la  racine  quarrée  de  cette  quantité  = 6 -, 
donc  p—  — —=i , & 7— — i-i=— 5 j 
de  là  réfultent  les  quatre  racines  I.  ) & II.  ) 

* = -ï±,V- & HI.) 
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& IV.  ) * = + i y/i  i = ^ , c’eft-à-A. 
que  les  quatre  racines  de  l’équation  pro- 
pofée  font  : 

I.)  x=Î!ip,  III.)  *=i±Li', 

ll)x  = zlz^I9  lV.)A-=lzpi. 

Les  deux  premières  de  ces  racines  /ont 
imaginaires  ou  impofîibles  j mais  les  deux 
dernieres  font  poffiblesj  puifqu’on  peut 
indiquer  yj  21  au/îi  exa&ement  qu’on  le 
foujiaite  , en  exprimant  cette  racine  paf 
des  fraftions  décimales.  En  effet , 2 1 étant- 
autant  que  21,00000000 , on  n’a  qu’à  tirer 
la  racine  quarrée  , comme  il  fuit  : 

2 1 |oo|oo|oo|oo|oo|4,5S  15 

16 


8) 

50< 

4*1 

D 

0 

1 

JOO 

164 

;7| 

7‘ 

9162  ; 

2360O 

18324 

92645 

« 

527600 

45822Ç 

69  37>- 
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Puis  donc  que  }/ 1 1 = 4^  8 15 , la  troi- 
fieme  racine  approche  daffez  près  x 
= 4,791 1 , & la  quatrième  , *=0,1087  5 
& il  eût  été  facile  de  déterminer  ces 
racines  avec  encore  plus  de  précilion. 

Remarquons  que  la  quatrième  racine 
étant  à très-peu  près  73  ou  7,  cette  valeur 
fàîisfera  déjà  affez  exaftemem  à l’équation  ; 
en  effet,  fi  l’on  fait  xz=z~\  on  trouve^ 

. — i L — £_L  , =2L_.  ,0n  auroit  dû 

us  25  5 1 625  7 

trouver  o,mais  la  différence,  comme  ont 
voit,  n’eft  pas  grande. 

• • - * ; : • t 

* * # 

- ' V 763-  ;vv 

Le  fécond  cas  où  une  réfolution  - fem- 
blabîe  a lieu  , cft  le  même  que  le  premier 
quant  aux  coefEçiens,  mais  il  en  différé 
dans  les  lignes  ; car  nous  fuppoferons  que 
le  fécond  & le  quatrième  termes  aient  des 
lignes  différons  ; une  telle  équation  eff  donc, 
par  exemple  : 

x'-^maxt-^naax  x — mev  x:  -|-a<=o  ÿ 
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qui  peut  être  repréfentée  par  le  produit,* 
*.-( — aa ) (xx-\-qxx=aa)z=o. 
Car  la  multiplication  réelle  de  ces  fa&eurs 
donne  * > *•  • 

*4 + ( p+q)ax'  + — — (/»+? ) 

a5  x -|~  a4 , 

quantité  qui  eft  égale  à la  formule  pro- 
pofée  , fi  on  fuppole  en  premier  lieu  p-\-q 
= m , & en  fécond  lieu  pq  — i—n , ou 
pq=n-\-i  -,  parce  que  de  cette  façon  les 
quatrièmes  termes  deviennent  égaux  d’eux- 
mêmes.  Qu’on  quarre  , comme  ci-deflus , 
la  première  équation,  on  aura  pp-\~^pp 
-\-qq=mm ; qu’on  fouftraye  de  celle-ci 
la  fécondé  prife  quatre  fois , ou  ^pqx=z^n 
tH,  il  reftera  pp  — ïp  q qq  =.rfim 
•— 4/7-r-  8 j la  racine  quarrée  eft  p— q 

=\/ mm — 4 n — 8 , & de  là  on  obtient  p 


& q==ïry.r^r\  Ayant 


donc  trouvé  p & q , on  connoîtra  par  le 
premier  fa&eur  les  deux  racines  x— — ; 
Pa±  pp-\- * -,  & par  le  fécond  faveur 


Digitized  by  Google 


Dr  A LG  E B RE. 

les  deux  racines  x= — l-  q&  + '-a\/qq+4  y 
c’eft-à-dire  qu’on  aura  les  quatre  racines 
. de  1 équation  propofée. 


764. 

% - • 

Soit  donnée  l’équation  x 4 — 3 . 2 x1  -|-  j 
. 8 jc — |—  1 6=0 , nous  avons  a—  2 & /w= — 3 , 

& n~Q  ; ainfi  yj mm — 4/z — 8=1  , & par 
conféquent 

P=^=-i,Scq^=;--2. 

Donc  les  deux  premières  racines  font  x 
=*>±vA,  & les  deux  dernieres  font  x , 
=2  +V  8 } moyennant  quoi  les  quatre  ra- 
cines cherchées  feront  : I.  ) x = 1 + \/ $ 
JI.)x=i — y/ 5 , lII.)x=2-}-\/ 8 , IV.  ) x 
=1 — y/ 8.  Par  conféquent  les  quatre  fac- 
teurs de  notre  équation  feront  (x — 1 — 1/5) 
■(x— 1+\/  5)(*~ 1— V/8)(x— : H"V  : 8)> 
&leur  multiplication  effe&ive  produit  réel- 
* lement  cette  équation  5 car  les  deux  pre- 
«miers  étant  multipliés  entr’eux , donnent 
xx — xx — 4 7 & les  deux  autres  donnent 


Digitized  by  Google 


E l ê m e n s 

xx — 4* — 4;  or  ces  deux  produits  multi- 
pliés pareillement  l’un  par  l’autre  , font  x* 
— 6xJ- {-  i4-v+  1 6 , ce  qui  çft  précifément 
l’équation  propofée. 


\ 

? CHAPITRE  XIV. 

t 

JDc  la  Réglé  de  B o MB  e lli  , pour  réduire 
la  réfolutior.  des  Equations  du  quatrième 
degré  à celle  des  Equations  du  trcifiemc 
degré. 

765. 

. o u s avons  fait  voir  plus  liant , com- 

ment  on  réfout , par  la  réglé  de  Cardan , 
les  équations  du  îroifieme  degré  ; ainri  tout 
confiée  principalement , pour  les  équa- 
tions du  quatrième , à en  réduire  la  réfo- 
lution  à celle  des  équations  du  troirieme 
degré.  C’eft  qu’il  n’eft  pas  poffibie  de  ré- 
foudre généralement  les  équations  du  qua- 
trième degré  fans  le  fecours  de  celles  du 
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troifieme , vu  qu’ayant  même  déterminé 
une  des  racines , les  autres  ne  laiflent  pas 
de  dépendre  d’une  équation  du  troifieme 
degré.  Et  on  peut  conclure  de  là  qu’aufîi 
les.  équations  de  dimenfions  plus  hautes, 
préfuppofent  la  réfolution  de  toutes  les 
équations  de  degrés  inférieurs. 

7 66. 

Or  il  y a déjà  quelques  fiecles  qu’un 
Italien , nommé  BombeUi , a donné  une 
réglé  pour  cela , que  nous  nous  propofons 
d’expliquer  dans  ce  Chapitre  (*). 

Soit  donnée  l’équation  générale  du  qua- 
trième degré  , x*  -|-  ax'  -j-  bxx  -{-  ex  -J -d 
= o , où  les  lettres , a , b , c , d , fignifient 
tous  les  nombres  imaginables.  Qu’on  fup- 
pofe  maintenant  que  cette  équation  foit  la 
même  que  celle  - ci , ( xx  -j-  \ax  -\-p  ) * 
— (<p-|-/-)î=o,  où  il  s’agiffe  de  déter- 

( * ) Cette  méthode  appartient  plutôt  à Louis  Ferrari.  Ot* 
la  nomme  improprement  la  règle  de  Bombelli , ainfi  qu’o* 
attribue  à Cardan  la  méthode  imaginée  par  Scipkn  Femq» 
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miner  les  lettres  p , q & r , de  maniéré  qu  <5fi 
obtienne  l’équation  propofée.  Si  on  range 
la  nouvelle  équation , on  aura 

x4  -J-  a x}  -\-l-aax  x -}-  apx-\-pp 
-f-  zpxx — iqrx  — rr 
— qqx  x 

Or  les  deux  premiers  termes  font  ici  déjk 
les  mêmes  que  dans  l’équation  donnée  $ le 
troifieme  terme  exige  qu’on  fade  ~ aa  zp 

— qq  = b , ce  qui  donne  qq  = Laa  -\-ip 

— b ; le  quatrième  terme  indique  qu’on 
- doit  faire  ap  — 1 qr=c  , ou  z qr=.ap — c ; 

enfin  on  a pour  le  dernier  terme  pp — rr 
■=d  , ou  rrz=pp — d.  Voilà  donc  trois 
équations  qui  doivent  donner  les  valeurs 
de  p , q & r. 

767. 

La  maniéré  la  plus  facile  d’en  tirer  ces 
. valeurs  eft  la  fuivante  : qu’on  prenne  la  pre- 
mière équation  quatre  fois , on  aura  477 
=aa~\-%p — 4 b i cette  équation  multipliée 
par  la  derniere , rrx^pp  — dy  donne 

Aqqrr 
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• 4qqrr=. 8/>5  -f-  ( aa — 4^)  pp — 8 dp — d 
( aa — 4^). 

Si  de  plus  on  quatre  la  fécondé  équation  , 
on  aura  4 qqrr=zaapp — 2 acp~\~cc,  Ainfi 
nous  avons  pour  4 qqrr  deux  valeurs  qu’on 
peut  égaler  entr  elles , ce  qui  fournit  l’équa- 
tion (aa — 4 b)pp — 8 dp — d(aa — 4^) 

=aapp — 2 acp-\-cc  , ou  , en  portant  tous 
les  termes  d’un  même  côté,'8/>5 — 4 bpp 
-J-(2ac — 8 d)p — aad-\-+bd — cc=zo , équa- 
tion du  troifieme  degré  , qui  donnera  tou- 
jours la  valeur  de  p par  les  réglés  expofées 
plus  haut. 

768. 

Ayant  donc  déterminé  les  trois  valeurs 
de  p par  les  données  a , b , c , d , ce  qui 
ne  demande  que  d’avoir  trouvé  une  feule 
de  ces  valeurs  , on  aura  auffi  les  valeurs 
des  deux  autres  lettres  q & r ,•  car  la  pre- 
mière équation  donnera  q—^-aa+xp-b, 
& la  fécondé  donne  rz=^S.,  Or  ces  trois 
valeurs  étant  déterminées  pour  chaque  cas 
Tome  /.  T t 
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donné  , voici  comment  on  pourra  trouver 
enfin  les  quatre  racines  de  l’équation  pro- 
pofée  : 

Cette  équation  ayant  été  réduite  à la 
forme  ( xx-{-  j a xp)'  — (?*  4~r)1=0» 
on  aura  — 

& en  tirant  la  racine , xx  -j-  ^ a x-j -pz=.qx 
-| -r,  ou  bien  xx44  ax -j-p= — qx — r. 
La  première  équation  donne  xx  = (q — 
x-p+r,à'  où  l’on  peut  avoir  deux  ra- 
cines i & la  fécondé  équation , à laquelle  on 
peut  donner  la  forme  xx  =— ( 
x — p — rf  fournira  les  deux  autres  racines . 

769. 

Eclairciflfons  cette  réglé  par  un  exemple , 
& fuppofons  donnée  l’équation  x4  — iox* 
-f-3  jxx — 50X  24  = 0.  Si  nous  la  com- 

parons avec  notre  formule  générale  , nous 
avons o= — 10  , é— 35 , c— — 50  , <£=24, 
&r  par  conféquent  l’équation  qui  doit  donner 
la  valeur  de  p eft  8/7 ’ — 140/7/7-4-808/» 


1 
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^-i  J 40=  O,  OU  ip 1 — }jpp-\-ioip — 385 
= 0.  Les  divifeurs  du  dernier  terme  font 
1,5,7,  11,  &c.  Le  premier  1 ne  fatis- 
fait  pas  j mais  en  faifant  p—  5 , on  trouve 
i)0 — 875-l-iOio — 385=0 , en  forte  que 
p=.  5.  Si  on  fuppofe  de  plus  />=7,  on 
trouve  686 — 1715  -J-  14 14  — 385  = 6, 
marque  que  p— 7 eft  la  fécondé  racine. 
Il  refte  à trouver  la  troifieme  racine  : qu’on 
divifè  donc  l’équation  par  1 , pour  avoir 
P ’ — —pp-\-\o\p  — ~ =0  , & qu’on  con- 
fédéré que  le  coefficient  du  fécond  terme,1 
ou— .étant  la  fomme  de  toutes  les  trois 

7.  * 

racines" , & les  deux  premières  faifant 
enfemble  1 1 , la  troifieme  doit  néceflaire- 

rnent  être  — • 

Nous  connoiffons  par  confequent  les- 
trois  racines  en  queftion.  Mais  remarquons 
qu’une  feule  eût  fuffi , parce  que  chacune- 
donne  également  les  quatre  racines  de. 
notre  équation  du  quatrième  degré. 


Tu 

# 

\ 
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JJO. 

Pour  le  prouver  , foit  d’abord  />  = 5 , 

nous  aurons  q=.  \/ 2. 5 — j—  10 — 3 5 =0,  & 
r= — — î.  Or  rien  n’étant  déterminé 

O O 

par-là  , prenons  la  troilieme  équation  rr 
~pp — d=i  3 — 14=1 , de  forte  quer=i  $ 
nos  deux  équations  du  fécond  degré  feront: 

1.)XX=:  5 JT 4,  II.)  XX  = JX 6 . 

La  première  donne  les  deux  racines  x 
==^+vA»  ou  x 9 c’eil-à-dire  x=+ 
& jr=i. 

La  fécondé  équation  donne  x— -■  + \/~ 
=•“,  c’eff -à-dire  , or  = 3 & x=i. 

. Mais  fuppofons  maintenant  p=7  , nous 

aurons  q—\J 25  14 — 35  = 2 & r=z 

. — g;»° — • — 5,  d’où  réfultent  les  deux 
équations  du  fécond  degré,  I.)  xx=zjx 
— ii,  IL)  xx  = 3 x — 1 ; la  première  donne 

x — l±  \/\  y ou  x=z2^-y  ainfi  * = 4&  x 
= 3 ; la  fécondé  fournit  la  racine  x =i 
+ y/I=Y,&par  conféquent  x = 1 , & 
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x = i ; de  forte  que  par  cette  fécondé 
fuppofition  on  trouve  les  mêmes  quatre 
racines  que  par  la  première. 

Enfin  les  mêmes  racines  fe  trouvent , par 
la  troifieme  valeur  de  p,=z^-.  Car  on  a 

dans  ce  cas  q = \J  z 5 1 » — 3 5 = 1 , & 

r= — = \ & par -là  les  deux 

équations  du  fécond  degré  , 

1.)  8,  IL)xX  = 4X 3. 

On  tire  de  îa  première , x = \ + \J  1 , c’eft- 
à-dire,  x=4  & x=z  -,  & de  la  fécondé  , 
* = 2 + \/ 1 ,c’efl:  à-dire, *=3  & x=.  1 , 
ce  qui  forme  encore  les  quatre  racines 
trouvées  ci-devant. 

■ 77  ^ 

. Soit  propofée  cette  autre  équation  , x * 

— i6or  — 11  = 0,  dans  laquelle  a = o9 
6=0 , c=  — 16  , d— — 1 2.  Notre  équa- 
tion du  troifieme  degré  fera,  %p'-\-<)6p 

— 256  = 0,  ouJpî-j-i2/> — 3 2=0,  on 
peut  rendre  cette  équation  encore  plus  fim- 
ple,  en  faifant^  = 2/,-  car  on  a alors  8 tl 

Tt  j 
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rj*  24 1 — 31=0 , ou  ^+3^ — 4==o.Les 
divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2,  4. 
Une  des  racines  fe  trouve  être  r = 1 j donc 
p=z2,q=\/ 4 = 1,  rz=z j = 4.  Par 

conféquent  les  deux  équations  du  fécond 
degré  font  xx=2X-j-2,&  xx=z — 2x — 6, 
& elles  fournifTent  les  raciaes  x =.  1 + y/i 
& X = I + \/  — 5. 

772. 

Nous  tâcherons  de  rendre  encore  plus 
familière  la  réfolution  dont  nous  parlons, 
çn  la  répétant  toute  entière  dans  l’exem- 
ple fuivant  : 

On  a l’équation  x* — 6xJ~\-  nxx — \ix 
-J-  4=©  , qui  doit  être  contenue  dans  la 
formule  ( xx  — 3 * +/’)'  — , 

dans  la  première  partie  de  laquelle  on  a 
mis  — 3*  , parce  que — 3 eft  la  moitié 
du  coefficient  — 6 du  fécond  terme  de 
l’équation  propofée.  Cette  formule  étant 
développée  , donne  x4  — 6x5  ( ip  -j-  9 

r~qq)  XX  — (6/7+2 qr)x-\-pp—rr=o,^ 
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comparer  avec  notre  équation,  & il  e a 
réfulte  les  égalités  fui  vantes  : 

9— Ù-)6p+iqr=u; 
III -)PP  — rr= 4.  La  première  donne  , qq 
z=ip — 3 j la  féconde , iqr=i  2 — 6p , ou 
qr—6 — 3 p;  la  troifieme  , rr=ipp — 4. 
Multipliant  rr  par  qq  , on  a q q rr=  ip1 
— 3 PP  — %P~ b 1 2 > & d’un  autre  côté  , fi 
on  quarre  la  valeur  de  qr , on  a qqrr=  36 
— )6p-\~9pP  i ainli  nous  avons  l’équation 
2pi  _ )pp—%p -f  1 i=9pp— 3 j 6 , ou 

i/?1 — — 24=0,  ou  p%  — 6ppt 
-\-\4p  — 1 2=0  , dont  une  des  racines  elt 
p—  1 ; & il  s’enfuit  que  qq=i  , <p=i  & 
qr=zr=o.  Donc  notre  équation  fera  (orr 
— jar-j-i)*==xx,  ik  la  racine  quarrée  en, 
fera  xx — 3 at— j—  2.  =-L;^r.  Si  on  adopte  la 
figne  fupérieur , on  a a*jc=4jc — 2 j & er» 
admettant  le  ligne  inférieur , on  obtient  xx 
=ix — 2 , d’où  fe  tirent  les  quatre  racines 
*■=2+  y/ 1 , & jr  = i + y/ — 1. 


Tt  4 
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CHAPITRE  XV. 

D’une  nouvelle  méthode  de  rèfoudre  les 
Equations  du  quatrième  degré. 

773- 

o u s avons  vu  comment , par  la  réglé 
de  Bombelli , on  réfout  les  équations  du 
quatrième  degré  par  le  moyen  d’une  équa- 
tion du  troifieme  degré  , mais  on  a trouvé , 
depuis  l’invention  de  cette  réglé , une  autre 
voie  pour  parvenir  à cette  réfolution  j & 
comme  cette  méthode  eft  tou t-à-fâit  diffe- 
rente de  la  première  , elle  mérite  d’être 
expliquée  féparément  (*). 

774*  - 

On  fuppofe  que  la  racine  d’une  équa- 
tion du  quatrième  degré  a la  forme  x=y/ p 

(*)  La  méthode  dont  ii  va  être  queflion  , appartient 
à M.  Euler  lui-même.  Il  l’a  expo  fée  dans  le  fîxieme  vo- 
lume des  anciens  Commentaires  de  Pétersbourg. 
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+\Z<i+}/r>  où  les  lettres  p , q , r ligni- 
fient tes  racines  d’une  équation  du  troilieme 
degré , ^ — 'fy~\~£ïï — k=o  -,  en  forte  que 

P+1+r=f>  Pl+Pr+I’^g’  & pqr=h. 
Cela  pofé,  on  quarre  la  formule  adoptée, : 
x—y p-\-\/ r » & on  a xx  =p-\-<q 
-\-r-\-zy pq-\~i  y pr~\-z\/ qr  ; & puifque 
p-\-q-\~r=z f,  on  a xx — f=z\/ pq-i-z\/ pr 
*-|—2  \/ qr;  on  prend  de  nouveau  les  quarrés  ,* 

& on  trouve  x* — zfxx-\-ff=  4pq-\~4pr 
-[-47/4-8 y/ ppqr- 1-8 \/ pqqr-\-8 y/ pqrr.'  Or' 
4P7~h  Apr~\~A^r==z 4g  > ainfi  l’équation  de-' 
vient ifxx+ff- -4g=8  Vpqr.(\/pl 

+V  H-VO  » mais  Vp-j~V< 74V r=x 
& pqr=  h , ou  y pqr=y  h ; donc  on  par-  . 
vient  à l’équation  du  quatrième  degré  x 4 
— ifxx — 8xy/ k+ff — 4^=0,  dont  une» 
des  racines  eft  fûrement  x—\/ p-\-y/ q 
+y//-,  & où  p , q & r font  les  racines  de  - 
l’équation  du  troifieme  degré,  1' — _/{{ 
+iX~h=o. 
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775* 

L équation  du  quatrième  degré , à la- 
quelle nous  fommes  parvenus , peut  être 
regardée  comme  générale  , quoique  le  fé- 
cond terme  a:’  y manque  j car  nous  ferons 
voir  plus  bas  qu’une  équation  complété 
quelconque  peut  être  transformée  en  une 
autre  où  le  fécond  terme  foit  ôté. 

r • • , 

Soit  donc  propofée  l’équation  x*  — axx 
—bx — c— o y pour  en  déterminer  une  ra- 
cine. Nous  la  comparerons  avec  la  for- 
mule trouvée  , afin  de  parvenir  aux  valeurs 
de g & h i il  faut  i°.  que  if=a  , & 
f—\  » i°*  que  8 y/ h=b , ainfi  A==^. 
3°-  <1^  ff—42r=—c  , ou^-4£-K=o, 
ou  aa-j-c=4^-y  par  conféquent  que  g=iï 
aa  -4-  » c. 

77  6- 

* 

Puis  donc  que  l’équation  x*  — axx — bx 
— c= o , donne  les  valeurs  des  lettres  f, 
g & h 9 de  maniéré  que/  =~a, 


\ 
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f c , & h = ~bb , ou  \/ b , on  for- 
mera de  ces  valeurs  lequation  du  troifieme 
degré  — f{{~\~g7L — ^ =0  » Pour  en  cher- 
cher les  trois  racines  par  la  réglé  connue. 
Et  fi  l’on  fuppofe  ces  racines , 1.)  {=/?, 
II.)  £=7,  III.)  7L=r , il  faut  qu’une  des 
racines  de  notre  équation  du  quatrième 
degré  foit  x=  \/  p-\-yJ  q-\-\r' 


• * ••  777- 

Il  femble  d’abord  que  cette  mérhode 
ne  fournit  qu’une  feule  des  racines  de 
l’équation  propofée  ; mais  li  on  réfléchit 
que  chaque  ligne  yj  peut  être  pris  , tant 
négativement  que  positivement , on  Sentira 
fur  le  champ  que  cette  formule  contient 
même  toutes  les  quatre  racines. 

11  y a plus  : fi  on  vouloit  admettre  tous 
leS  changemens  poflibles  des  Agnes , on 
auroit  huit  valeurs  différentes  pour  x , & 
cependant  quatre  feulement  peuvent  avoir 
lieu.  Mais  remarquons  que  le  produit  de 
ces  trois  termes , qui  eft  \ pqr , doit  être 
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égal  à y/ ' h z=.l~ b , & que  fi  ~ £ eft  pofttif  ,* 
le  produit  des  termes  y/p , \/ q & y/r , 
doit  pareillement  être  pofitif , de  forte  que 
les  variations  admiflibles  lè  réduifont  aux 
quatre  qui  fuivent  : 

I.)  y/p+y/?-|-y/r, 

IL)  *=  y/ p — y/ q — y/ r , 

III. )  x=z  \/ p f~ y/ q — y//-, 

IV. )  *= — y/ p — y/^-j-y/ r. 

De  même , quand  \b  efl  négatif,  on  â 
Amplement  les  quatre  valeurs  de  x que 
voici  : 

!•)  *=  Vp+y/q— \/r> 

II.)  x=  . \/p—  y/q^y/ry  •• 

: ■III.)  y/p+y/H'V'V  . 

•IV.)  X——y/p — y/ q — y /r, 

* . 

* • . . i 

Cette  remarque  nous  met  en  état  de 
déterminer  les  quatre  racines  dans  tous 

ks  cas  i l’exemple  fuivant  le  fera  voir, 

\ 
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669 


Soit  propofée  l’équation  du  quatrième 
degré  x* — 2 5 *.*-}- 60 jc — 36=0,  dans 
laquelle  le  fécond  terme  manque.  Si  nous 
la  comparons  avec  la  formule  générale , 
nous  avons  a = 25  , b— — 60  <k  c=  36 , 


& après  cela /=’f,£=-£+ 9=^,  & 

moyennant  quoi  notre  équation, 
du  troisième  degré  devient  : 

Pour  chaffer  d’abord  les  fra&ions , fai- 

r U u}  15  iC  . 

ions  7 = - 1 nous  aurons 

*-  — =0  , & en  multipliant  par  le  plus 

grand  dénominateur , u ’ — 5 o */«-[- 7 69  w 
— 3600  = 0.  11  faut  déterminer  les  trois 
racines  de  cette  équation  -,  elles  fe  trouvent 
toutes  trois  pofîtives  ; l’une  d’elles  eft  u~ 9 , 
& en  divifant  l’équation  par  u — 9 , on 
trouve  la  nouvelle  équation  uu — 4 1 «4-  400 
=0,  ou  uu=4\u — 400,  qui  donne  u 
= - ±y/^I5=iS . de  forte  que  kf 
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trois  racines  font  «=9 , u=i6 , & u~ 

Par  conféquent 

Et  voilà  donc  les  valeurs  des  lettres  p 
qSt  r , c’eft-à-dire  que  />=|,  f =4,  r 
= Maintenant , fi  nous  faifons  atten- 
tion que  \/ pqr=z\/ h ==  — ’l,  & qu’ainfî 
cette  valeur  = ^ £ eft  négative  , il  nous 
faudra , pour  nous  conformer  à ce  qui  a 
été  dit  à l’égard  des  fîgnes  des  racines  yj p, 
& , prendre  tous  ces  trois  radicaux 

en  moins , ou  n’en  prendre  qu’un  feul  en 
moins  j & par  conféquent , comme  \/p 
y y/q—i  & \/ r—'- , les  quatre 
racines  de  l’équation  propofée  fe  trouvent 


être  : 


!•)*—  J+*—  r=  >» 

ii)*=  i-»+î=  *, 

HI.)^=-H-2  + i=  3, 

1V.)*=— i—  2-I-=—  <5. 

De  ces  racines  réfultent  les  quatre  fa&eurs, 

(*—')(*—*)  (•*■— l)  (x+6)=o. 
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Les  deux  premiers  multipliés  enfemble, 
donnent  xx — ; le  produit  des  deux 
derniers  eft  xx-\-}x — 18  , & en  multi- 
pliant ces  deux  produits  l’un  par  l’autre , on 
trouve  exa&ement  l’équation  propofée. 

779- 

Il  nous  refte  à faire  voir  comment  une 
équation  du  quatrième  degré , dans  laquelle 
le  fécond  terme  fe  trouve , peut  être  tranf* 
formée  en  une  autre  où  ce  terme  manque. 
Nous  donnerons  pour  cet  effet  la  réglé  fui- 
vante. 

Soit  propofée  l’équation  générale  y 4 
4“  aJ 5 Qu’on  ajoute  à 

y la  quatrième  partie  du  coefficient  du 

fécond  terme  , ou  bien -3  a,  & qu’on  écrive 
à la  place  de  la  fomme  une  nouvelle  lettre 
x , de  façon  que  y -J-  -a=x , & par  confé- 
quent y~x — on  aura  yy=xx — 
*x  + ~aa,y'=:x'  — laxx  + J-*ax—  £ 
, & enfin  ce  qui  fuit  : 


E L É M E ff  S 

y<=x*  — a x'+\aaxx  — ^ a'x  + —O* 

.-HyJ  = +ax'  — \uaxx  + ^à>x —a* 

■\-hy~  +bxx  —\abx  +~^aab 

rtcy=  +cx  —^ac 

+ d = + ^ 

*4+  0 —$aaxx+ja'x  — 

-\-bxx  —~abx-\—^rOabf 

' — O. 

+ c.v  —jac  f 

+ J ) 

On  a donc  à prêtent  une  équation,  dans 
laquelle  le  fécond  terme  eft  ôté  , 6c  à la- 
quelle rien  n’empêche  d’appliquer  la  réglé 
donnée , pour  en  déterminer  les  quatre  ra- 
cines. Après  quoi  ces  valeurs  de  x étant 
trouvées , on  déterminera  facilement  celles 
de  y y puifque  y—  x — - a. 

780. 

Voilà  où  on  eft  parvenu  jufqu’à  prêtent 
dans  la  réfolution  des  équations  algébriques  ; 
c’eft  inutilement  qu’on  s’eft  donné  beaucoup 
de  peines  pour  réfoudre  de  la  même  ma- 
niéré les  équations  du  cinquième  degré  & 

de 
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de  dimensions  plus  élevées  , ou  pour  les 
•réduire  du  moins  à des  degrés  inférieurs; 
de  forte  qu’on  n’eft  pas  en  état  de  donner 
des  réglés  générales  pour  trouver  les  ra- 
.cines  des  équations  qui  paflent  le  quatrième 
degré. 

Tout  ce  qu’on  a eu  de  fuccès  ne  s’étend 
jqu’à  des  cas  très-particuliers  ; le  principal 
de  ces  cas  eft  celui  où  une  racine  ration- 
nelle a lieu  ; car  on  la  trouve  facilement 
par  la  méthode  des  divileurs , parce  qu’on 
fait  qu’une  telle  racine  doit  toujours  être  ' 
faôeur  du  dernier  terme  ; le  procédé  , au 
refte , eft  le  même  que  celui  que  nous  avons 
enfeigné  pour  les  équations  du  troifieme 
& du  quatrième  degré. 

781. 

Il  fera  cependant  néceflaire  d’appliquer 
encore  la  réglé  de  Bombelli  aufïi  à une 
équation  qui  n’ait  point  de  racines  ra- 
tionnelles. 

Soit  donnée  l’équationy*  — Zy1  -J- 1 4 yy 
Tome  1.  V v 
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j^.Ay — 8=0.  Il  faudra  commencer  par 
retrancher  le  fécond  terme,  en  ajoutant  le 
quart  de  fon  coefficient  ày,  en  fuppofant 

■y 2— x , & en  fubflituant  dans  l’équa-% 

tion , au  lieu  de  y fa  nouvelle  valeur  x+i , 
au  lieu  de  y y la  valeur  xx-\-  4X-\~4  , & 
au  lieu  de  y*  la  valeur  -j-6xx-J“I2Jf 
-f  8.  Et  feifant  de  même  à 1 egard  de  y % 
on  aura  : 

y*  = XA-{-Sx'  + l4XX  + }ix+i  6 

— 8 y'=  — 8x3  — 4%  xx  — $6x  —64 

+ I4XJC-+ 56X+56. 

+ 4 y = ' + *x+  8 

— 8 = ~ S 

X*  -|-  o — îoxx—  4x4-  fc=o. 

Cette  équation  étant  comparée  avec 
notre  formule  générale  , donne  a = 1 o » 
é=4,  c= — 8 i d’où  nous  concluons  que 
/—  5,  £=7,  h='-&\/h={i  que  le 
produit  y/ pf'-  fera  poiîtif  j & que  c’eft  de 
l’équation  du  troifieme  degré  ^ — 5 n + ~ 
^ — ^ = 0,  qu’il  faut  chercher  les  trois 
racines  p 3 <7  , r. 
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782. 

Retranchons  d’abord  les  fiaftions  de  cette 
équation.  Si  nous  faifons  ^ , nous  avons, 

après  avoir  multiplié  par  8 , l’équation  v> 
— iquu-\~i7u  — 2 = 0,  où  toutes  les 
racines  font  pofitives.  Or  les  divifeurs  du 
dernier  terme  font  1 & 2 ; fi  nous  eflayons 
parK=i  , nous  trouvons  1 — 10 -[-17 — 1 
= 6 } ainfi  l’équation  ne  le  réduit  pas  à 
zéro  ; mais  en  efiayant  par  u = 2 , nous 
trouvons  8— 40-I-34 — 2=0,  ce  qui  fa- 
tisfait  à l’équation , & donne  à connoître 
que  u=z  eft  une  des  racines.  Les  deux 
autres  fe  trouveront  endivifant  par  u — 2 , 
comme  de  coutume  j le  quotient  uu  — 8 u 
-t-i=zodonnç  uu=$u — i,&w:==4-fy/  iç. 
Et  puifque  {=  * « , les  trois  racines  de  l’é- 
quation du  troifieme  degré  font , I.)  \—p 

, II.)  ^7^  III.) 


y Y % 
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•783. 


Ayant  donc  déterminé  p , r,  noos 
avons  aufîi  leurs  racines  quarrées  , favoir  : 
y' p=\ , y n j Si  y' r_  y's-am. 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut,  (675, 
676),  que  la  racine  quarrée  de  a + \/  b , 

quand  \/ aa — b=c , s’exprime  par  \J a+V  b 

= v/^  + V^ir  » » comme  dans  notre 

cas  a = 8 & \f  b z=z  1 y/ 1 5 , & que  par 
conféquent  é=6o  & c=i , nous  avons 

>/8+iv/l5=V/5+V/3>&  W M 
.= y 5“ ^3- 

Or,  nous  avons  maintenant  \fp=- 1, 


. 1/5 — 


i donc , puif- 


que  nous  favons  aufli  que  le  produit  de 
ces  quantités  eft  pofîtif , les  quatre  valeurs 
de  .r  feront  celles-ci  : 

,■  i.)  x=^P+^+V'= 1+"’  ■' ‘’T ir-- 
==,+v'  5 > 

IL)  *=vp-Vq-\/  r= i - a-ujxa 

=»— vO» 
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III.)  xzzz-y/p. |-  y/  q y/  rz=z~  I Wl  • 

= — I+v/3, 

I \.)x=z-y/p — \/<]-ïx/> • 

=—1—1/3. 

Enfin , comme  nous  avions  j'==T.r-f-  2 
les  quatre  racines  de  lequation  propofée 
font  : 

l')y=  3+\A»  III.)iys=i-fV.  3 > 

110^=3-/,,  IV.)y=f — / j. 


CHAPITRE  XVI. 

/a  réfoludon  des  Equations  par  des 
approximations , 

. .784. 

T jORSOUE  les  racines  d’une  équation  ne  ' 
font  pas  rationnelles  , Toit  qu’on  puifle  les 
exprimer  par  des  quantités  radicales , foit  > 
qu’on  n’ait  pas  même  cette  reffource , 
comme  c’efl  le  cas  pour  les  équations  qui 
pafifent  le  quatrième  degré,  on  efi;  obligé  de 

Vv  3 
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fe  contenter  de  déterminer  leurs  valeurs  par 
des  approximations,  c’eft-à-dire  par  des 
voies  qui  font  qu’on  approche  toujours 
davantage  de  la  vraie  valeur , jufqu’à  ce 
que  l’erreur  puifîe  être  cenfée  nulle.  On  a 
propofé  différentes  méthodes  de  cette  e£ 
pece  , nous  allons  détailler  les  principales. 

785. 

Le  premier  moyen  dont  nous  parlerons, 
fuppofe  qu’on  ait  déjà  déterminé  allez  exac- 
tement la  valeur  d’une  racine  (*)  ; qu’on 
fâche  , par  exemple , qu’une  telle  valeur 
furpaffe  4 , & qu’elle  ell:  plus  petire  que  f. 
Dans  ce  cas , fi  l’on  fuppofe  cette  valeur 
=4 -\~P  > on  eft  sûr  que  p exprime  une 
fraélion.  Or  fi  p eff  une  fraétion  , & par 
conléquent  moindre  que  l’unité , le  quarré 

(*}  Cette  méthode  eft  celle  que  Newton  a donnée  au 
commencement  de  fa  méthode  des  fluxions.  En  l’appro- 
fondiflant  on  la  trouve  fujette  à différentes  imperfeâions  ; 
c’eft  pourquoi  on  y fubfti  ruera  avec  avantage  la  méthode 
que  M.  de  la  Grange  a donnée  dans  les  Mémoires  de 
Bjriin  , pour  les  années  17 67  et  1768. 
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de  p , fon  cube  , & en  général  toutes  les 
puiffances  plus  hautes  de  p , feront  encore 
beaucoup  plus  petites  à l’égard  de  l’unité  , 
& cela  fait  que  , puifqu’il  ne  s’agit  que 
d’une  approximation , on  peut  les  omettre 
dans  le  calcul.  Quand  on  aura  donc  dé- 
terminé à peu  près  la  fra&ion  p , on  con- 
noîtra  déjà  plus  exa&ement  la  racine  4 +p  ,* 
on  partira  de  là  pour  déterminer  une  nou- 
velle valeur  encore  plus  exàéfe  , & on 
continuera  de  la  même  maniéré  , jufqu’àr 
ce  qu’on  ait  approché  de  la  vérité  autant 
qu’on  le  fouhaitoit. 

786. 

Nous  éclaircirons  cette  méthode  d’abord 
par  un  exemple  facile  , en  cherchant  par 
approximation  la  racine  de  l’équation  xx 
c=  10. 

On  voit  ici  que  x eft  plus  grand  que  4 
& plus  petit  que  5 j en  conféquence  de 
cela  on  fera  *= 4 -}-/>,&  on  aura  xx=  1 6 
ri -9p-\-pp=20  i mais  comme  pp  eft  très<- 

V v 4 
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petit,  on  négligera  ce  terme  pour  avoir 
feulement  l’équation  \6-\-%p—io  , ou  8 p 
= 4 ; elle  donne  p=±&t  x= 4 £ , ce  qui 
approche  déjà  beaucoup  plus  de  la  vérité. 
Si  donc  on  fuppofe  à préfent  x=  4 j + p; 
on  efl  fur  que  p lignifie  une  fra&ion  en- 
core beaucoup  plus  petite  qu’auparavant , 
& qu’on  pourra  négliger  pp  à bien  plus 
forte  raifon.  On  aura  donc  x x = 20  ^ 
*J^9p=  10,  ou  9 p= — & par  confé- 
quent  p=—  ± ; donc  x—4  ± — ^=4  j|. 

Que  fi  l’on  vouloit  approcher  encore 
davantage  de  la  vraie  valeur , on  feroit 


x — 4%-\-P>  & on  auroit  **  = 10“* 

, + 8 3L>=i0i  ùnû  7^. 

-=—  J_6  ± & n-_  L_  s=-  1 

1296  36*  1 36.311  11591* 

Donc  x=  4 =4  mi,  valeur  qui 

^36  X T 592.  ~ IlÇÇa7  I 

approche  fi  fort  de  la  vérité , qu’on  peut 
avec  confiance  regarder  l’erreur  comme 
nulle. 


* 
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787. 

Généraîifons  ce  que  nous  venons  d’ex- 
pofer , en  fuppofant  que  l’équation  donnée 
foit  xx— a , & qu’on  fâche  d’avance  que  x 
eft  plus  grand  que  n , mais  plus  petit  que 
fl-j-i.  Si  après  cela  nous  fuppofons  x—n 
~\-p , en  forte  que  p doive  être  une  frac- 
tion , & que  pp  puiffe  fe  négliger  comme 
une  quantité  très-petite  , nous  aurons  xx 
—nn  -J-  inp—a  ; ainfi  inp=.a  — nn  3 Sc 
p=—i  par  confequent  * = * + 

—fl 11.  Or  fin  approchoit  déjà  de  la  vraie 
valeur  , cette  nouvelle  valeur  en  ap 
prochera  encore  beaucoup  plus.  Ainfi  en 
la  fubftituant  k n , on  fe  trouvera  encore 
plus  près  de  la  vérité  ; on  aura  une  nou- 
velle valeur  qu’on  pourra  fubftituer  de  nou- 

— w 

veau  , afin  d’approcher  encore  davantage.; 
& on  pourra  continuer  le  même  procédé 
nufli  loin  qu’on  voudra. 

Soit , par  exemple , a—i  , c’eft-à-dire 
tju’on  demande  la  racine  quarrée  de  2 ; fi 
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on  connoît  déjà  une  valeur  allez  appro- 
chante , & qu’on  l’exprime  par  n , on  aura 
une  valeur  de  la  racine  encore  plus  appro- 
chante, exprimée  par^^.  Soit  donc 

I. )  n=i  , on  aura  x=}-y 

II. )  /*=!  , on  aura  x=^9 

III. )  on  aura  x=™-, 

& cette  derniere  valeur  approche  fi  fort 
de  \/ 1 , que  fon  quarré^^  ne  différé  du 
nombre  i que  de  la  petite  quantité  > 
dont  il  le  furpaffe. 

788. 

On  pourra  procéder  de  la  même 
maniéré,  quand  il  s’agira  de  trouver  par 
approximation  des  racines  cubiques  , 
quarré-quarrées  , &c. 

Soit  donnée  l’équation  du  troifîeme 
degré,  *’=«  , & qu’on  fe  propofe  de 

trouver  la  valeur  de  \/ a.  On  fuppofèra , 
fachant  qu’elle  eft  à peu  près  n ,quex=« 
+\-p i on  aura,  en  omettant  pp  & py , X* 
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t=irû-^ynnpz=:a  ; ainfi  $nnp=a — ri1 , 


rv 


in}  +a 


&/>= — ,•  donc  x sss  ~’m  ' Si  donc 

1 3/7#  3 nn 

n eft  de  fort  près  = y b , la  formule  que 
Ton  vient  de  trouver  en  approchera 
encore  beaucoup  plus.  Mais  pour  une 
précifion  encore  plus  grande,  on  pourra 
la  fuMituer  à fon  tour  à la  place  de  n> 
& ainfi  de  fuite. 

a 

Soit  par  exemple  x’=i  , & qu’on 
veuille  déterminer  y/i.  Si  n approche  de 
près  le  nombre  cherché , la  formule  in 


L llîl 


exprimera  ce  nombre  encore  de  plus  près  p 
qu  on  faffe  donc  „ . 

I.)  n—i  , on  aura  x = ~ f 
F II.)  n—j  , on  aura  ;c:=~, 

III.)  tï=?—  , on  aura  x — 

* 71  1 128634144 

789' 

On  emploie  cette  méthode  avec  le  même 
fuccès , pouf  trouver  par  approximation 
les  racines  de.  toutes  les  équations*  . 
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Suppofons  , pour  le  faire  voir,  qu’on  ait 
l’équation  générale  du  troifieme  degré , 
*>+  axx-\-bx-\-c=zo , où  n approche 
déjà  beaucoup  d’une  des  racines.  Faifons 
x—n — p ; & , puifque  p fera  une  fraéHon  , 
négligeant  les  puiffances  de  cette  lettre 
plus  hautes  que  le  premier  degré,  nous 
aurons  xx=  nn  — znp,&:  x}  =n}  — 3 nppy 
d’où  réfulte  l’équation  /z3 — $rinp-\-ann 
— zanp-\-bn — bp-^-c=o  , ou  /z3-f-a/m 
3 nnp-^-  zanp  -\-bp=  (3  nn-\-ian 

1 r n'-\-ann-\-bn-\-c  Q 

+l)pi  ainfi  F=  )nn+lan+r,  & - 

(n‘>  + ann  + bn+  c\ zn1  +ann — c 

■$nn-\~  zan-\-  b ' 3 nn\  zan+b* 

Cette  valeur , qui  eft  déjà  plus  exa&e  que' 
la  première , étant  fubftituée  à la  place  de 
n , en  fournira  une  nouvelle  encore  plus 
exa&e. 


. 790. 

. Soit , pour  appliquer  ce  procédé  à un 
exemple,  x’ zxx $x  — 50=0  , oii . 
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* — 2 , b—^  & cz=z — 3 o.  Si  n eft  cenfé 

approcher  de  près  une  des  racines , x 

i/i’  — inn-\- \o  r . 

= ! fera  une  valeur  en- 

core  plus  proche  de  la  vraie.  Or  la  valeur 
x=  3 n étant  pas  éloignée  de  la  véritable, 
nous  fuppoferons  «=3  , & nous  trouvons 
X—Ti'  Que  fi  nous  écrivions  cette  nou- 
velle valeur  à la  place  d en,  nous  en  trou- 
verions une  autre  encore  plus  exaéle. 


791. 

Nous  ne  donnerons  pour  les  équations 
des  degrés  fupérieurs  au  troifieme , que 
l’exemple  luivant  : 

Soit  x'  = 6x-\-  1 o , ou  x' — 6x — 10 
=0,  où  on  remarque  facilement  que  1 
eft  trop  petit,  & que  2 eft  trop  grand.  Or, 
û x=n  eft  une  valeur  afiez  proche  de  la 
vraie  , & qu’on  fafle  x=:n-\-p  , on  aura 
x'  = rC  -|-  5 n*  p , & par  conféquent  n* 
-J-  p=:6n-^~op 10  , ou  }n*p  — 6p 

6n  + 10  — 


= 6/2-f~10 — n\  Donc  />= 


j/i4 — 6 
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& x z=  Qu’on  fuppofe  n=\; 

5 n* — 6 11 

on  aura  xz=z  ^-= — 14  ; cette  valeur  eft 

_j  / 

tout-à-fait  impropre , & cela  vient  de  ce 
que  la  valeur  approchée  de  n étoit  de  beau- 
coup trop  petite.  On  fera  donc  n = i , & 
on  aura  jc  valeur  qui  s’écarte 

beaucoup  moins  de  la  vraie.  Si  on  fe  don- 
noit  la  peine  de  fubftituer  maintenant,  au 
lieu  de  n , la  fraélion  j , on  parviendront 
à une  valeur  encore  bien  plus  exaéle  de 
la  racine  x. 

792. 

Voilà  la  méthode  la  plus  ordinaire  pont 
trouver  par  approximation  les  racines  d’une 
équation , & elle  s’applique  utilement  dans 
tous  les  cas. 

Nous  allons  indiquer  cependant  une  autre 
méthode  , qui  mérite  attention  à caufe  de 
la  facilité  du  calcul  (*).  Le  fondement  de 

(*)  La  méthode  d’approximation  qui  fuit  , fe  fonde 
L r 1 a théorie  des  qu’oo  nomme  riturrentes , & qui 


Digitized  by  Google 


n*  A L G E B R E.  687 

cette  méthode  confifte  à déterminer  pour 
chaque  équation  une  fuite  de  nombres , 
comme  a,  b , c , &c.  tels  que  chaque  terme 
de  la  fuite , divifé  par  le  précédent , indique 
la  valeur  de  la  racine  d’autant  plus  exac- 
tement , qu’on  aura  continué  plus  loin  cette 
fuite  de  nombres. 

Suppofons  que  nous  foyons  parvenus  déjà 

aux  termes/* , q , r,  /,  t , &c.  il  faudra  que 

J indique  la  racine  x déjà  aflez  exa&ement , 

c’eft-à-dire  qu’on  ait  à très-peu  près5-  =x. 

\ • 

On  aura  de  même  ^ = x , & la  multipli- 
cation des  deux  valeurs  donnera  -=xx. 

p 

ont  été  imaginées  par  M.  de  Moivrt.  On  doit  cette  mé- 
thode à M.  Daniel  Bernoulli  , qui  l’a  donnée  dans  les 
anciens  Commentaires  de  Pétersbourg  , tom.  III.  Mai* 
M.  Euler  la  préfente  ici  fous  un  point  de  vue  un  peu 
différent.  Ceux  qui  fouhaiteront  d’approfondir  ces  ma- 
tières , peuvent  confulter  les  chapitres  xm  & xvii  du 
premier  volume  de  Ylntrod.  in  anal,  infinltorum  de  notre 
célébré  Auteur  : Ouvrage  excellent  , dans  lequel  plu- 
fieurs  des  matières  traitées  dans  cette  première  partie  , et 
beaucoup  d’autres  également  relatives  aux  Mathémati- 
ques pures , font  développées  avec  autant  de  clarté  que 
de  profondeur. 
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De  plus , comme  £= x , on  aura  auffi^ 
= x1  ; enfuite , puifque  j = x , on  aura 
= x*,  & ainfi  de  fuite. 

. . 793* 

Afin  de  nous  expliquer  mieux  fur  cette 
méthode , nous  commencerons  par  l’équa- 
tion du  fécond  degré  , & nous 

fuppoferons  que  dans  la  férié  ci  delfus  fe 
préfentent  les  termes  p q , r,/',  r,&c. 
Or,  comme  l=zx  , & -—xx  , nous  ob- 

’ p ’ p 9 

tiendrons  l*équation , ou q -\-pz=r. 
Et  comme  nous  trouvons  de  la  même  ma - 
niere  que  , & t=f-\-r  ; nous  en 

concluons  que  chaque  terme  de  notre  fuite 
efi:  la  fomme  des  deux  termes  précédens  ; 
de  forte  qu’ayant  les  deux  premiers  termes, 
on  eft  en  état  de  continuer  facilement  la 
fuite  aufli  loin  qu’on  voudra.  Quant  à ces 
deux  premiers  termes , on  peut  les  prendre 
à volonté  i fi  nous  fuppofons  donc  qu’ils 
foient  o,i,  notre  fuite  fera  o , i , i , 1 1 
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i 9 f » 8 , 1 3 , 2 ! , 34 , 5 5 , 89 , 1 44 , &c. 
& telle  que , fi  on  en  divife  un  terme  quel- 
conque par  celui  qui  le  précédé  immédia- 
tement , on  aura  une  valeur  de  x d’autant 
plus  approchante  de  la  véritable  , qu’on 
aura  choifi  un  terme  plus  éloigné.  L’erreur 
à la  vérité,  eft  très*grande  au"commen- 
cement  ; mais  plus  on  avance , & plus  elle 
diminue.  V oici  la  fuite  de  ces  valeurs  de  x 
dans  l’ordre  où  elles  s’approchent  toujours 
davantage  de  la  véritable  : 


£ il  ai 
3 * s 9 T * IJ  f 


'J* 

89  > 


&c. 


Si,  par  exemple , on  fait  * = 11,  0n  a 
r3  + 1 =%  » où  l’erreur  n’eft  que  de 
7^:  les  termes  fuivans  la  donneroient  en- 
core  plus  petite. 


794- 

Confidérons  aufli  l’équation  **=2*-f-î  $ 
& puifque  toujours  *=*-,  & xx=z~9 
nous  aurons  -[-1 , ou  rx=iq~\-pi 
Tome  l/  Xx 


Digitized  by  Google 


69Q  É L è M E N S 

d’où  nous  concluons  que  le  double  Is 
chaque  terme  ajouté  au  terme  précédent, 
donne  le  terme  fuivant.  Si  nous  commen- 
çons donc  encore  par  o , i , nous  aurons 
la  férié  : 

0 , i , a , f , ii , 19 , 70 , 169 , 408 , &c. 

d’où  il  s’enfuit  que  la  valeur  cherchée  de  x 

fera  exprimée  de  plus  en  plus  exa&ement 

par  les  fractions  fuivantes  : 

L i ï 1»  09  70  2*2  4<s8  &rr 

0*1*  2*  j * 11*  29  9 70  * 169*  * 

lefquelles , par  conféquent , approcheront 
toujours  davantage  de  la  vraie  valeur  x 
= 1 \/ 1 ; de  f°rte  Clue  ^ 0n  retranche 

de  ces  fraélions  l’unité  , la  Valeur  de  y/2 
fe  trouvera  exprimée  de  plus  en  plus  exac- 
tement par  les  fraélions  : 

*117  17  4«  99  139  Qrr 

• ’ X *2*  J 9 II  * 29*  70*  169  * 

Par  exemple  , - a pour  quarré  , ce 
qui  ne  différé  que  de~du  nombre  2 • 

7V' 

Cette  méthode  n’eft  pas  moins  appli- 
cable aux  équations  qui  ont  un  plus  grand 
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nombre  de  dimenfions.  Si  l’on  a , par  exem- 
ple , 1 équation  du  troifieme  degré  x'z=^xx 
*-j—  îx  — |—  i y on  fera  , xx=^  & x’ 
z=j,  & on  aura  j'=xr~\~xq-^-p  ^ par  où 
l’on  voit  comment , par  les  trois  termes 
p , q & r,  on  doit  déterminer  le  fuivant  f $ 
& comme  le  commencement  eft  toujours 
arbitraire , on  peut  former  la  férié  qui  fuit  : 
o,  o,  i , i , 3 ,6,  1 3 , 18 , 6o9  129  , &c. 
de  laquelle  réfultent  les  fraftions  fuivantes 
pour  les  valeurs  approchées  de  x : 

o t 1 j 6 -tj  aS  <5o  119  o _ . . 

x — ô’  ô > 7>  T>  J » T»  7i  » ïs  » 63"  > °^c* 
les  premières  de  ces  valeurs  font  prodigieu- 
fèment  en  défaut  ; mais  fi  on  fubftitue  dans 
l’équation , au  lieu  de  * , ^ ou  ~ , on  trouve 
*12  — îl*  + !£+  1 — , où  l’erreur  n’eft 

34J  49  1 7 1 343  7 

que  de 

796. 

Il  faut  remarquer  cependant  que  toutes 
les  équations  ne  font  pas  de  nature  à pou- 
voir y appliquer  cette  méthode  ; & particu- 
iierement  lorfque  Le  fécond  terme  manque  , 

X x 2 
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elle  ne  peut  être  employée.  Car  foit  y 
par  exemple,  x x =.i  j fi  on  vouioit  faire 
x—-&  xx=-,  on  auroit-=2  , ou  r 

p p ' p * 

= ip , c’eft  - à - dire  rz=zoq~\~  ip  3 d’où 
réfulteroit  la  fuite 

1,1 &C« 
de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure,  parce 
que  chaque  terme , divifé  par  le  précédent, 
donne  toujours  x=  i ,oux=i.  Mais  on 
peut  obvier  à cet  inconvénient , en  faifant 
x == y— * i ; car  de  cette  façon  on  ajyy-j-  2 y 
— 1 =2  ; & fi  l’on  fait  maintenant  y =-* 
S>zyy  = r-9  on  trouve  l’approximation  que 
nous  avons  déjà  donnée  ci-deifus. 

797- 

II  en  feroit  de  même  de  l’équation  x* 
= 2 j elle  ne  fourniroit  pas  une  telle  fuite  de 

nombres  qui  indiquât  la  valeur  de  y/ 1. 
Mais  on  n’a  qu’à  fuppofer  x—y — 1 , afin 
d’avoir  l’équationy5  — yyy  -j-  3 y — 1=2, 
ou^y 5 = 3 y y — 1 ; carfailant  à préfient 
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y=)>  yy—)>Sty=P6a*f=v—n 

-}~3 P>  moyennant  quoi  l’on  voit  comment 
trois  termes  donnés  déterminent  le  fuivant* 
Adoptant  donc  trois  termes  quelcon- 
ques pour  les  premiers , par  exemple  o , 
o,  i , on  a la  férié  que  voici  : 

* > 3 >6, 11,27,63, 144, 324, &c; 
Les  deux  derniers  termes  de  cette  fuite 
donnent  y' =“&  x—'-\  & cette  fra&ion 
approche  en  effet  affez  de  la  racine  cubique 

de  2 : car  le  cube  de  - eft  ^ & celui  de 

4 64 7 


798- 

11  faut  obferver  de  plus,  au  fujet  de  cette 
méthode,  que  lorfque  l’équation  a une 
racine  rationnelle , & qu’on  choilit  le  com- 
mencement de  la  période  tel  que  cette 
racine  en  réfulte  , chaque  terme  de  la  fuite , 
divifé  par  le  terme  précédent , donnera 
également  la  racine  exa&ement. 

Pour  le  faire  voir,  foit  donnée  l’équa- 
tion  xxz=x-^~z , dont  une  des  racines  e(k 

Xx  3 


Digitized  by  Google 


tyjr  E l É M E S 

*=2=2;  comme  on  a ici,  pour  la  férié, 
la  formule  r=q-\-  ip , fi  on  prend  i , 2 
pour  les  deux  premiers  termes , on  a la 
fuite  1,2,4,  8,  16,32,  64,  &c.  qui 
eft  une  progrefîion  géométrique  dont  l’ex- 
pofant  = 2.. 

La  même.propriété  fe  prouve  par  l’équa- 
tion du  troifieme  degré  x}  = XAr-j-3x-^-<) , 
qui  aAf  = j pour  une  des  racines.  Si  on. 
fuppofe  les  premiers  termes  1 , 3 , 9 , on 
trouvera  , par  la  formule /=/•-[-  3ÿ-|-9P> 
la  férié  1,3,9,  27  > 8 * , 243  1 &c.  qui 
eft  pareillement  une  progrefîion  géomé- 
trique. 


Mais  Iorfquq  le  commencement  de  la 
fuite  .s’écarte  de  la  racine,  il  ne  faut  pas 
Croire  qu’on  ira  du  moins  en  s’approchant 
de  cette  racine  ; car  lorfque  l’équation  a 
plus  d’une  racine , la  fuite  ne  donne  par 
approximation  que  la  plus  grande  racine  ; 
m nç  trouve  pas  unç  des  moindres , à moins 


v 
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d’avoir  choifi  les  premiers  termes  conve- 
nablement pour  cet  effet  ; cela  s’éclaircira 
par  l’exemple  fuivant  : 

Soit  l’équation  xx  = 4x — 3 , dont  les 
deux  racines  font  x=i  & x=:$.  La  for- 
mule pour  la  fuite  eft  r—4,J — 3 p > & û 
l’on  prend  1 , 1 pour  le  commencement 
de  la  férié  , qui  indique  par  conféquent  la 
plus  petite  racine  , on  a pour  la  fuite  en- 
tière : 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , &c.  mais 
û on  adopte  pour  premiers  termes  les  nom-* 
bres  1,3,  qui  contiennent  la  plus  grande 
racine , on  a la  fuite  : 1,3,  9 , 27  , 8 1 , 
*4}  , 729 , &c.  où  tous  les  termes  indiquent 
avec  précifion  la  racine  3.  Enfin  , û on 
adopte  un  autre  commencement  quel- 
conque , pourvu  qu’il  foit  tel  que  la  plus 
petite  racine  ny  foit  pas  comprife  , la  férié 
approchera  toujours  davantage  de  la  plus 
grande  racine  3 ; c’eff  ce  qu’on  peut  voir, 
par  les  fériés  qui  fuivent  : 

Xu 
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Commencement , 

> 4 > *3  > 4°  > 1 2 1 , 364  , &c. 

1 » î»  *4  > 4*  > iiij  365  , &c. 
a,  3 > 6>  M*  4i,  *13»  366>«09h&c* 
2, 1 ,-1,-1  I ,-38,-118,-362,-1091  , 
-3278 , &c. 

où  les  quotiens  de  la  divifion  des  derniers 
V termes  par  les  précédens , approchent  tou- 
jours plus  de  la  racine  plus  grande  3 , & 
jamais  de  la  plus  petite. 

' 800. 

On  peut  appliquer  cette  méthode  même 
à des  équations  qui  vont  à l’infini  * l’équa- 
tion fuivante  en  fournira  un  exemple  : 

La  férié  doit  être  telle  pour  cette  équation, 
que  chaque  terme  foit  égal  à la  fomme 
de  tous  les  précédens , c’eft-4-dire  qu’on 
aura 

1»*»  2,  4»^,  16,32,61.,  * - ^ » *•« 

d’où  l’on  voit  que  la  plus  grande  racine 


’ 
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de  réquation  propofée  eft  exâ&ement 
x = i i & c’eft  ce  qu’on  peut  faire  voir 
aufii  de  la  maniéré  fui  vante.  Qu’on  diviüi  • 
l’équation  par  x -,  on  aura 

,==î+?+?+^+&c- 

ce  qui  eft  une  progreftlon  géométrique, 
dont  la  fomme  fe  trouve  = ^;  de  forte 
que  1 ; multipliant  donc  par.*  — 1 , 

on  a x — 1=1,  & x — i. 


801. 

Outre  ces  deux  méthodes  de  déterminer 
par  des  approximations  les  racines  d’une 
équation , on  en  trouve  çà  & là  quelques 
autres  , mais  qui  font  toutes  ou  trop 
pénibles  ou  trop  peu  générales.  La  méthode 
qui  mérite  la  préférence  fur  toutes , eft 
celle  que  nous  avons  expliquée  en  premier 
lieu  i car  elle  s’applique  avec  fucccs  à toutes 
les  efpeces  d’équations  , tandis  que  l’autre 
exige  fouvent  que  l’équation  foit  préparéj^^^Ü^ 

W % 
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d’une  certaine  maniéré  , fans  quoi  on  ne 
pourroit  en  faire  ufage  j nous  en  avons 
* y u la  preuve  dans  différens  exemples. 


Fin  de  t A nalyfe  déterminée . 

t 

t ' • • . 


; 
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